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Abstract. A proof of the transcendence of a real number ξ based on the
Thue–Siegel–Roth–Schmidt method uses generally a sequence (αn)n≥1

of algebraic numbers of bounded degree or a sequence (xn)n≥1 of integer
r-tuples. In the present paper, we show how such a proof can produce
a transcendence measure for ξ, if one is able to quantify the growth
of the heights of the algebraic numbers αn or of the points xn. Our
method rests on the Quantitative Schmidt Subspace Theorem. We fur-
ther give several applications, including to certain normal numbers, to
the extremal numbers introduced by Roy, and to the study of real num-
bers whose expansion in some integer base has sublinear complexity. In
particular, we establish transcendence measures for automatic irrational
real numbers.

Résumé. Une démonstration de la transcendance d’un nombre réel ξ
fondée sur la méthode de Thue–Siegel–Roth–Schmidt fait généralement
intervenir une suite (αn)n≥1 de nombres algébriques de degrés bornés
ou bien une suite (xn)n≥1 de r-uplets d’entiers. Dans cet article, nous
montrons comment une telle démonstration peut produire une mesure
de transcendance de ξ, pour peu que l’on sache quantifier la croissance
des hauteurs des nombres algébriques αn ou des points xn. La méthode
développée repose sur l’utilisation d’énoncés quantitatifs du théorème
du sous-espace de Schmidt. Nous appliquons ensuite cette nouvelle ap-
proche à certains nombres normaux, aux nombres extrémaux de Roy,
ainsi qu’à l’étude des nombres réels de complexité sous-linéaire. En par-
ticulier, nous établissons des mesures de transcendance pour les nombres
réels irrationnels automatiques.
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1. Introduction

Une démonstration de l’irrationalité d’un nombre réel ξ faisant appel à l’approximation
diophantienne met généralement en évidence une suite (pn/qn)n≥1 de nombres rationnels
distincts qui converge vers ξ, à savoir telle que

0 < |qnξ − pn| < δn, (1.1)

où (δn)n≥1 est une suite de nombres réels positifs tendant vers 0. Lorsque l’on est capable
de contrôler à la fois la croissance de la suite (qn)n≥1 et la vitesse de convergence de la
suite (δn)n≥1, la démonstration produit en fait une mesure d’irrationalité de ξ, dans le
sens où elle permet de construire d’une manière non triviale une fonction Ψ prenant des
valeurs positives et telle que ∣

∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
> Ψ(q),

pour tout nombre rationnel p/q. Cela découle d’une méthode élémentaire fondée sur
l’utilisation d’inégalités triangulaires, laquelle, dans le cas particulier où il existe δ > 0
tel que δn < q−δ

n et où

lim sup
n→+∞

log qn+1

log qn
< +∞, (1.2)

entrâıne que l’exposant d’irrationalité µ(ξ) de ξ est fini. Rappelons que µ(ξ) désigne le
supremum des nombres réels w tels que l’inégalité

∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
< q−w

possède une infinité de solutions rationnelles p/q. Cette technique, que nous utilisons dans
la partie 12, permet par exemple de majorer l’exposant d’irrationalité de ζ(2) et ζ(3) (voir
[25]). Notons cependant que l’approche élémentaire à laquelle nous venons de faire allusion
garantit uniquement le contrôle de l’approximation de ξ par des nombres algébriques dont
le degré n’excède pas 1 + δ.

De façon similaire, une démonstration de la transcendance d’un nombre réel ξ fondée
sur la méthode de Thue–Siegel–Roth–Schmidt fait intervenir une suite (αn)n≥1 de nombres
algébriques de degrés bornés ou bien une suite (xn)n≥1 de r-uplets d’entiers. Dans le présent
article, nous nous intéressons à une généralisation de la problématique précédente en nous
demandant si une telle démonstration produit nécessairement une mesure de transcendance
de ξ, pour peu que l’on sache quantifier la croissance des hauteurs des nombres algébriques
αn ou des points xn.

Le premier (et à notre connaissance le seul) résultat dans cette direction, établi en
1964 par A. Baker [10], donne une mesure de transcendance explicite de tout nombre
réel ξ pour lequel il existe δ > 1 et une suite (pn/qn)n≥1 de rationnels distincts vérifiant
qn ≥ 1, (1.2) et (1.1) avec δn ≤ q−δ

n . Le point de départ de notre approche est une nouvelle
démonstration de ce résultat, beaucoup plus simple que la démonstration originale, et qui a
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l’avantage de se prêter sans trop de difficultés techniques à des généralisations p-adiques et
multidimensionnelles. Notre nouvelle méthode repose sur l’utilisation d’énoncés quantita-
tifs issus de la méthode de Thue–Siegel–Roth–Schmidt, que nous rappelons dans la partie
6. Dans cette direction, les théorèmes 3.1, 4.1 et 4.2, ainsi que le corollaire 4.3, appor-
tent une réponse essentiellement positive à la question posée ci-dessus. Nous présentons
quelques applications de ces résultats. Tout d’abord, dans la partie 3.2, nous montrons
comment l’extension p-adique du théorème d’A. Baker permet d’obtenir des mesures de
transcendance de nombres normaux (qui se situent, en un certain sens, à l’exact opposé des
nombres de complexité sous-linéaire dont il est question ci-dessous) construits par Cham-
pernowne [17], Davenport et Erdős [19], et par Bailey et Crandall [9]. Dans la partie 4.2,
nous obtenons, comme conséquence d’une extension multidimensionnelle du théorème d’A.
Baker, une mesure de transcendance des nombres extrémaux récemment définis par Roy
[49, 50].

Un autre aspect important de la méthode que nous développons est qu’elle s’adapte
parfaitement à l’étude des nombres réels dont le développement dans une base entière est
en un certain sens 〈〈 simple〉〉 : les nombres réels de complexité sous-linéaire (définition 5.2).
La partie 5 de cet article est consacrée à cette classe de nombres qui contient de nombreux
exemples classiques et abondamment étudiés comme les nombres lacunaires, les nombres
automatiques et les nombres sturmiens. À l’aide d’une version p-adique du théorème du
sous-espace de W. M. Schmidt, nous avons récemment établi [2] que ces nombres sont ou
bien rationnels, ou bien transcendants. Nous poursuivons cette étude et montrons comment
combiner l’approche de [2] avec celle développée dans le présent article afin de contrôler
la qualité de l’approximation de tout nombre de complexité sous-linéaire par des nombres
algébriques de degré fixé au moins égal à deux et, par conséquent, de préciser où il se situe
dans la classification de Mahler [35], rappelée dans la partie 2. Ainsi, lorsqu’un nombre
réel irrationnel ξ de complexité sous-linéaire n’est pas un nombre de Liouville (c’est-à-dire,
lorsque l’exposant d’irrationalité µ(ξ) est fini), nous établissons une mesure de transcen-
dance de ξ qui implique qu’il s’agit soit d’un S-nombre, soit d’un T -nombre. Le problème
se ramène donc à distinguer, parmi les nombres de complexité sous-linéaire, les nombres
rationnels ou les nombres de Liouville de ceux qui n’en sont pas. Le fait qu’un nombre
est rationnel se lit évidemment sur son développement dans une base entière b, puisque
ce dernier est alors ultimement périodique. Pour distinguer les nombres de Liouville, nous
introduisons un exposant combinatoire, l’exposant diophantien, qui s’interprète comme une
mesure de la périodicité du développement de ξ en base b. Notons que des exposants simi-
laires ont été introduits en combinatoire des mots et en dynamique symbolique, comme
l’exposant critique ou l’exposant critique initial (voir par exemple [11]). Nous montrons
alors comment cet exposant permet de contrôler l’approximation rationnelle des nombres
de complexité sous-linéaire. En particulier, nous établissons qu’un tel nombre est un nom-
bre de Liouville si, et seulement si, son exposant diophantien est infini. Nous appliquons
ensuite ces résulats aux nombres lacunaires, aux nombres sturmiens et aux nombres au-
tomatiques. Dans chacun de ces cas, nous donnons des critères simples pour déterminer si
l’exposant diophantien est fini ou non. Nous faisons ainsi un premier pas en direction d’une
conjecture de Becker en démontrant que tout nombre automatique irrationnel est soit un
S-nombre, soit un T -nombre. Ceci étend un résultat d’Adamczewski et Cassaigne [6] af-
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firmant qu’un nombre automatique irrationnel ne peut pas être un nombre de Liouville.
Nous généralisons également un théorème de Bundschuh [15] sur les nombres sturmiens.

Remerciements. Nous remercions Michel Waldschmidt d’avoir attiré notre attention sur
la question traitée dans cet article suite à un exposé de l’un des auteurs au Groupe d’Étude
sur les Problèmes Diophantiens de l’Institut Mathématiques de Jussieu.

2. Le théorème de Roth et ses extensions

Dans cette partie, nous rappelons le théorème de Roth, ainsi que certaines de ses
généralisations multidimensionnelles établies par W. M. Schmidt. Nous énonçons également
le résultat de Baker qui sert de point de départ à notre étude et peut se voir comme le
prototype des résultats que nous souhaitons démontrer.

En 1955, Roth [48] établit que, comme presque tous les nombres réels, les nombres
réels irrationnels algébriques ont un exposant d’irrationalité égal à 2.

Théorème R. (Roth, 1955). Soient ξ un nombre réel et ε un nombre réel strictement
positif. Supposons qu’il existe une suite infinie (pn/qn)n≥1 de rationnels écrits sous forme
irréductible, ordonnés de sorte que 2 ≤ q1 < q2 < . . ., et tels que, pour tout n ≥ 1,

0 <

∣
∣
∣
∣
ξ − pn

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

q2+ε
n

· (2.1)

Alors, ξ est un nombre transcendant.

En 1964, A. Baker obtint une conclusion plus précise que la simple transcendance
de ξ, pourvu que la suite infinie de ses très bonnes approximations rationnelles soit, en
un certain sens, dense. Avant d’énoncer son théorème, nous rappelons la classification des
nombres réels définie par Mahler [35] en 1932. Soient d ≥ 1 un entier et ξ un nombre réel.
On note wd(ξ) le supremum des nombres réels w pour lesquels les inégalités

0 < |P (ξ)| ≤ H(P )−w

sont vérifiées par une infinité de polynômes P (X) à coefficients entiers, de degré majoré
par d. Ici, H(P ) désigne la hauteur näıve de P (X), c’est-à-dire le maximum des valeurs ab-
solues de ses coefficients. Posant alors w(ξ) = lim supd→+∞(wd(ξ)/d), nous disons, suivant
Mahler, que ξ est un

A-nombre, si w(ξ) = 0;

S-nombre, si 0 < w(ξ) < ∞;

T -nombre, si w(ξ) = ∞ et wd(ξ) < ∞ pour tout entier d ≥ 1;

U -nombre, si w(ξ) = ∞ et wd(ξ) = ∞ pour un entier d ≥ 1.

Une propriété essentielle de cette classification est que deux nombres transcendants ap-
partenant à des classes différentes sont algébriquement indépendants. Les A-nombres sont

5



exactement les nombres algébriques. Au sens de la mesure de Lebesgue, presque tous les
nombres réels sont des S-nombres. Les nombres de Liouville, qui sont par définition les
nombres ξ vérifiant w1(ξ) = +∞ (observons que w1(ξ) = µ(ξ) − 1), sont des exemples
de U -nombres, mais la confirmation de l’existence des T -nombres demeura un problème
ouvert durant une quarantaine d’années, jusqu’à sa résolution par Schmidt [52, 53]. Da-
vantage de résultats sur les fonctions wd se trouvent dans la monographie [13]. Notons
dès à présent que l’ensemble des U -nombres ξ se subdivise en une infinité dénombrable de
sous-classes selon le plus petit entier d pour lequel wd(ξ) est infini.

Définition 2.1. Soit ℓ ≥ 1 un entier. Un nombre réel ξ est un Uℓ-nombre si, et seulement
si, wℓ(ξ) est infini et wd(ξ) est fini pour d = 1, . . . , ℓ − 1.

L’ensemble des U1-nombres est exactement l’ensemble des nombres de Liouville.
Avec les notations ci-dessus, le résultat de Baker s’énonce ainsi.

Théorème B. (A. Baker, 1964). Sous les hypothèses du théorème de Roth, si en outre
la condition

lim sup
n→+∞

log qn+1

log qn
< +∞ (2.2)

est vérifiée, alors il existe un nombre réel c, ne dépendant que de ξ et de ε, pour lequel

wd(ξ) ≤ exp exp cd2, (2.3)

pour tout entier d ≥ 1. En particulier, ξ est ou bien un S-nombre, ou bien un T -nombre.

Ce résultat répond pour l’essentiel de façon positive à la question posée dans la partie
1 dans le cas particulier où la transcendance d’un nombre réel se démontre à l’aide du
théorème de Roth. Ainsi, lorsque δ est strictement supérieur à 1 dans l’exemple donné
au début de la partie 1, le théorème de Baker permet, pour tout entier d, de contrôler
l’approximation de ξ par des nombres algébriques de degré au plus d, alors que l’approche
élémentaire fondée sur l’utilisation d’inégalités triangulaires permet seulement de le faire
pour les entiers d inférieurs à 1 + δ.

Les nombres rationnels pn/qn qui apparaissent dans les énoncés des théorèmes R et
B sont supposés écrits sous forme irréductible. Cette hypothèse est superflue dans le cas
du théorème R, mais nécessaire pour le théorème B. Précisément, si cette hypothèse est
omise, la condition (2.2) entrâıne que ξ est un nombre de Liouville, ou un S-nombre, ou
un T -nombre. Des explications complémentaires figurent au début de la partie 9.

Le théorème de Roth fut par la suite généralisé dans de nombreuses directions. La
plupart des résultats connus relèvent du théorème du sous-espace établi en 1972 par W.
M. Schmidt [54], ou plus exactement de sa généralisation aux corps de nombres incluant des
valeurs absolues p-adiques. Nous rappelons ci-dessous deux énoncés importants démontrés
en 1970 par W. M. Schmidt [51], qui sont des cas particuliers du théorème du sous-espace.

Le premier résultat concerne l’approximation rationnelle simultanée des puissances
d’un nombre réel. Rappelons que ‖x‖ désigne la distance du nombre réel x à l’entier le
plus proche.
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Théorème S1. (W. M. Schmidt, 1970). Soient ξ un nombre réel et r ≥ 1 un entier tels
que 1, ξ, ξ2, . . . , ξr soient linéairement indépendants sur Q. Supposons qu’il existe ε > 0 et
une suite strictement croissante d’entiers (qn)n≥1 tels que

‖qnξ‖ · ‖qnξ2‖ · · · ‖qnξr‖ <
1

q1+ε
n

,

pour tout entier n ≥ 1. Alors, le nombre ξ est transcendant.

Le second énoncé est une généralisation du théorème de Roth au cas de l’approxima-
tion d’un nombre réel par des nombres algébriques de degré borné. La hauteur H(α) d’un
nombre algébrique α est le maximum des valeurs absolues des coefficients de son polynôme
minimal.

Théorème S2. (W. M. Schmidt, 1970). Soient ξ un nombre réel, r ≥ 1 un entier et
(αn)n≥1 une suite de nombres algébriques distincts de degré au plus r. Supposons qu’il
existe ε > 0 tel que

|ξ − αn| <
1

H(αn)r+1+ε
,

pour tout entier n ≥ 1. Alors, le nombre ξ est transcendant.

Le théorème de Roth correspond au cas r = 1 des théorèmes S1 et S2.

3. Extension p-adique du théorème de Baker et applications

Cette partie est consacrée, dans un premier temps, à l’énoncé d’une extension p-
adique du théorème B, puis, dans un second temps, à des applications de ce nouveau
résultat, notamment aux nombres normaux construits par Champernowne [17], Davenport
et Erdős [19] et par Bailey et Crandall [9].

3.1. Extension p-adique du théorème de Baker

En 1957, Ridout [47] étendit le théorème R en incluant des valuations p-adiques. Dans
toute la suite, pour tout nombre premier ℓ et tout nombre rationnel x, on pose |x|ℓ := ℓ−u,
où u est l’exposant de ℓ dans la décomposition de x en produit de facteurs premiers. En
outre, on pose |0|ℓ = 0. Avec ces notations, le résultat principal de [47] s’énonce comme
suit.

Théorème Ri. (Ridout, 1957). Soient ξ un nombre réel, ε un nombre réel strictement
positif et S un ensemble fini de nombres premiers distincts. Supposons qu’il existe une
suite infinie (pn/qn)n≥1 de rationnels écrits sous forme irréductible, ordonnés de sorte que
2 ≤ q1 < q2 < . . ., et tels que, pour tout n ≥ 1,

0 <

(
∏

ℓ∈S
|pn|ℓ · |qn|ℓ

)

·
∣
∣
∣
∣
ξ − pn

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

q2+ε
n

·
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Alors, ξ est un nombre transcendant.

Le résultat principal de cette partie est une généralisation commune des théorèmes B
et Ri, et améliore la mesure de transcendance donnée par le théorème B.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses du théorème Ri, si en outre la condition

lim sup
n→+∞

log qn+1

log qn
< +∞

est vérifiée, alors il existe un nombre réel c, ne dépendant que de ξ et de ε, tel que

wd(ξ) ≤ (2d)c log log 3d, (3.1)

pour tout entier d ≥ 1. En particulier, ξ est soit un S-nombre, soit un T -nombre.

L’intérêt du théorème 3.1 réside principalement dans la nouveauté de sa démonstra-
tion, bien plus simple que celle de Baker, laquelle reprend pas à pas la démonstration
de Roth, en y incorporant une idée nouvelle. Notre démonstration possède également
l’avantage de se prêter sans trop de difficultés techniques à des généralisations multidi-
mensionnelles, énoncées dans la partie 4.1. Notons qu’il est possible, en combinant les
démonstrations de [47] et [10], d’établir le théorème 3.1, avec, cependant, la majoration
wd(ξ) ≤ exp exp{cd2} au lieu de (3.1).

La démonstration du théorème 3.1 est très flexible dans le sens où, sous les hypothèses
du théorème de Roth, si ϕ est une fonction telle que qn+1 ≤ ϕ(qn) pour tout n ≥ 1,
alors nous pouvons en déduire une mesure de transcendance pour ξ, laquelle s’exprime
aisément en fonction de ϕ. Naturellement, cette mesure sera d’autant moins fine que ϕ
crôıt rapidement. Un énoncé précis figure à la fin de la partie 8.

3.2. Nombres normaux et classification de Mahler

Soit b ≥ 2 un entier. Un nombre réel ξ est dit normal en base b si, pour tout entier
k, chaque bloc de k chiffres apparâıt dans le développement en base b de ξ avec une
fréquence égale à 1/bk. Émile Borel [12] établit en 1909 que presque tout nombre (au sens
de la mesure de Lebesgue) est normal en toute base entière ; toutefois, à ce jour, nous ne
connaissons aucun exemple naturel de tel nombre. Les nombres Ω de Chaitin, qui sont
définis comme 〈〈 les probabilités d’arrêt des machines de Turing universelles à programmes
autodélimités〉〉 (voir [16]), sont bien des exemples explicites de nombres normaux en toute
base entière, mais leur définition nous semble interdire le qualificatif d’〈〈exemple naturel〉〉.
En 1933, Champernowne [17] montra que le nombre

ζ10,X = 0.1234567891011121314 . . . ,

dont la suite des chiffres décimaux est la concaténation de la suite formée de tous les entiers
classés par ordre croissant, est normal en base 10. Quatre années plus tard, Mahler [36]
montra que ζ10,X est transcendant mais n’est pas un nombre de Liouville, puis il généralisa
ce résultat de la façon suivante.
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Soit P (X) un polynôme non constant tel que P (n) est un entier strictement positif
pour tout n ≥ 1. Soit b ≥ 2 un entier. Pour tout entier positif x, notons (x)b la suite des
chiffres de x écrit en base b. Ainsi, (x)b est un mot fini sur l’alphabet {0, 1, . . . , g − 1}.
Considérons le nombre réel

ζb,P (X) = 0.(P (1))b(P (2))b . . .

en base b. Mahler [37] établit que ζb,P (X) est transcendant, et n’est pas un nombre de
Liouville. En outre, le résultat de Champernowne fut généralisé en 1952 aux nombres
réels ζb,P (X) par Davenport et Erdős [19]. Ainsi, nous disposons d’une famille de nombres
normaux, transcendants, et qui ne sont pas des nombres de Liouville.

Par la suite, Baker [10] raffina le résultat de Mahler [36] en montrant que ζ10,X n’est
pas un U -nombre. Sous certaines hypothèses additionnelles sur b et sur le degré de P (X),
la méthode de Baker entrâıne que ζb,P (X) n’est pas un U -nombre, mais elle ne permet
pas de traiter le cas de tous les nombres de cette forme. Le théorème 3.1 entrâıne que ces
hypothèses additionnelles sont superflues.

Théorème 3.2. Pour tout entier b ≥ 2 et tout polynôme P (X) comme ci-dessus, le
nombre réel ζb,P (X) est normal en base b, et c’est soit un S-nombre, soit un T -nombre.

Par la suite, Mahler [39] établit la transcendance d’une autre classe de nombres réels,
qui inclut les ζb,X . Le théorème 3.1 entrâıne que ces nombres ne sont pas des U -nombres.
Il s’applique également aux nombres

ξb,c,d =
∑

k≥1

1

ckbdk
,

définis pour tous entiers b, c, d avec b ≥ 2, c ≥ 2, d >
√

c et pgcd(b, c) = 1. Bailey et
Crandall [9] ont démontré que ξb,c,d est normal en base b. Il découle du théorème Ri que
ξb,c,d est transcendant, et le théorème 3.1 implique le résultat plus précis suivant.

Théorème 3.3. Soient b, c, d des entiers tels que b ≥ 2, c ≥ 2, d >
√

c et pgcd(b, c) = 1.
Alors, le nombre réel ξb,c,d est normal en base b et c’est soit un S-nombre, soit un T -nombre.

Les démonstrations qui conduisent à la transcendance des nombres figurant dans les
théorèmes 3.2 et 3.3 mettent clairement en évidence des suites de nombres rationnels
vérifiant les hypothèses du théorème 3.1. Nous ne donnons donc pas le détail des dé-
monstrations de ces deux théorèmes.

4. Extensions multidimensionnelles du théorème de Baker et applications

Nous présentons trois généralisations multidimensionnelles du théorème B, puis en
donnons des applications.

4.1. Extensions multidimensionnelles du théorème de Baker

Nous précisons tout d’abord la conclusion du théorème S1 lorsque la suite d’approxi-
mations rationnelles est suffisamment dense.
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Théorème 4.1. Soient r ≥ 1 un entier et ξ un nombre réel tel que 1, ξ, ξ2, . . . , ξr soient
linéairement indépendants sur Q. Supposons qu’il existe ε > 0 et une suite strictement
croissante d’entiers (qn)n≥1 tels que

‖qnξ‖ · ‖qnξ2‖ · · · ‖qnξr‖ <
1

q1+ε
n

, (4.1)

pour tout entier n ≥ 1. Supposons de plus que

lim sup
n→+∞

log qn+1

log qn
< +∞. (4.2)

Alors, soit ξ est un Uℓ-nombre pour un certain entier ℓ ≤ r, soit il existe une constante c
indépendante de d telle que

wd(ξ) ≤ exp{c(log 3d)2(log log 3d)}

pour tout entier d ≥ 1. En particulier, dans le dernier cas, ξ est ou bien un S-nombre, ou
bien un T -nombre.

Le résultat suivant affine un autre énoncé classique produit par le théorème du sous-
espace (voir par exemple [55], Chap. VI, Corollary 1E). Rappelons qu’un polynôme à
coefficients entiers est dit primitif si le pgcd de ses coefficients est égal à 1.

Théorème 4.2. Soient ξ un nombre réel, r ≥ 1 un entier et (Pn)n≥1 une suite de
polynômes à coefficients entiers et de degré au plus r. Supposons que ξ n’est pas algébrique
de degré inférieur ou égal à r et qu’il existe ε > 0 tel que

0 < |Pn(ξ)| <
1

H(Pn)r+ε
,

pour tout entier n ≥ 1. Supposons de plus que

lim sup
n→+∞

log H(Pn+1)

log H(Pn)
< +∞.

Alors ξ est ou bien un Uℓ-nombre pour un certain entier ℓ ≤ r, ou bien un S-nombre, ou
bien un T -nombre. En outre, si les polynômes Pn(X), n ≥ 1, sont primitifs et irréductibles,
ou bien s’il existe un nombre réel w tel que

|Pn(ξ)| > H(Pn)−w, pour n ≥ 1,

alors il existe une constante c indépendante de d telle que

wd(ξ) ≤ exp{c(log 3d)r(log log 3d)r}

pour tout entier d ≥ 1. En particulier, ξ est ou bien un S-nombre, ou bien un T -nombre.

Le corollaire suivant précise le théorème S2 lorsque la suite d’approximations (αn)n≥1

est suffisamment dense. Il s’agit d’une conséquence immédiate du théorème 4.2, lorsque ce
dernier est appliqué à la suite des polynômes minimaux des nombres algébriques αn.
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Corollaire 4.3. Soient ξ un nombre réel, r ≥ 1 un entier et (αn)n≥1 une suite de nombres
algébriques distincts de degré au plus égal à r. Supposons qu’il existe ε > 0 tel que

|ξ − αn| <
1

H(αn)r+1+ε
, (4.3)

pour tout entier n ≥ 1. Supposons de plus que

lim sup
n→+∞

log H(αn+1)

log H(αn)
< +∞. (4.4)

Alors, il existe une constante c indépendante de d telle que

wd(ξ) ≤ exp{c(log 3d)r(log log 3d)r}
pour tout entier d ≥ 1. En particulier, ξ est soit un S-nombre, soit un T -nombre.

Le corollaire 4.3 généralise le théorème B à l’approximation par des nombres algébri-
ques de degré borné.

4.2. Exposants d’approximation diophantienne, nombres extrémaux de Roy,

et classification de Mahler

Suivant les notations de Bugeaud et Laurent [14], pour tout entier d ≥ 1 et pour tout
nombre réel ξ, on désigne par ŵd(ξ) le supremum des nombres réels w tels que, pour tout
réel X suffisamment grand, les inégalités

0 < |xdξ
d + . . . + x1ξ + x0| ≤ X−w, max

0≤m≤d
|xm| ≤ X,

ont une solution en entiers x0, . . . , xd. Le lecteur est invité à consulter [14] pour un survol
des résultats connus sur les fonctions ŵd. Mentionnons cependant que ŵ1(ξ) = 1 pour tout
nombre irrationnel ξ et que ŵd(ξ) ≥ d si ξ n’est pas algébrique de degré au plus égal à d.
Roy [49, 50] fut le premier à prouver l’existence de nombres réels ξ vérifiant ŵ2(ξ) > 2 ;
toutefois, nous ignorons s’il existe un entier d ≥ 3 et un nombre réel ξ tels que ŵd(ξ) > d.
Le résultat suivant, qui est une conséquence facile du théorème 4.2, contribue à situer un
tel nombre ξ dans la classification de Mahler.

Théorème 4.4. Soient d un entier et ξ un nombre réel tels que ŵd(ξ) > d. Alors, ξ est
ou bien un Uℓ-nombre pour un certain ℓ ≤ d, ou bien un S-nombre, ou bien un T -nombre.

Au vu de l’article de Laurent [28], il semble difficile d’améliorer la conclusion de ce
théorème, et en particulier d’exclure le fait que ξ puisse être un U -nombre.

D’autres exposants d’approximation uniforme sont définis dans [14], à savoir les ex-

posants ŵ∗
d et λ̂d. Si un nombre réel ξ vérifie ŵ∗

d(ξ) > d ou bien λ̂d(ξ) > 1/d, alors il vérifie
en particulier ŵd(ξ) > d, et le théorème 4.4 s’applique.

En 2003, Roy [49, 50] a démontré que la mesure d’approximation simultanée pour un
nombre réel ξ (qui n’est ni rationnel, ni quadratique) et son carré établie par Davenport
et Schmidt [21] ne peut être améliorée. Les nombres ξ pour lesquels cette mesure est
optimale sont appelés, selon sa terminologie, les nombres extrémaux. Ils vérifient ŵ2(ξ) =
(3 +

√
5)/2 > 2 et forment un ensemble infini dénombrable.
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Définition 4.5. Un nombre réel irrationnel ξ qui n’est pas quadratique est un nombre
extrémal s’il existe une constante c > 0 telle que, pour tout X ≥ 1, les inégalités

0 < x0 ≤ X, |x0ξ − x1| ≤ cX−(
√

5−1)/2, |x0ξ
2 − x2| ≤ cX−(

√
5−1)/2

admettent une solution en entiers x0, x1, x2.

Roy a observé que, comme conséquence du théorème du sous-espace, les nombres
extrémaux sont transcendants. Plus précisément, le théorème 5.4.2 de [50] montre qu’à
tout nombre extrémal ξ est associée une suite de nombres quadratiques (αn)n≥1 vérifiant
(4.3) et (4.4). Ainsi, le corollaire 4.3 s’applique et nous permet d’établir une mesure de
transcendance de ξ.

Théorème 4.6. Pour tout nombre extrémal ξ et tout entier d ≥ 1, il existe une constante
c indépendante de d telle que

wd(ξ) ≤ exp{c(log 3d)2(log log 3d)2}.
En particulier, ξ est soit un S-nombre, soit un T -nombre.

Notons que Roy [50] a également établi une mesure d’irrationalité fine des nombres
extrémaux qui implique que leur exposant d’irrationalité est égal à 2. Plus précisément,
étant donné un nombre extrémal ξ, il existe des constantes c > 0 et t ≥ 0, ne dépendant
que de ξ, telles que ∣

∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
>

c

q2(1 + log q)t
,

pour tout nombre rationnel p/q.

Par la suite, Bugeaud et Laurent [14] ont complété les travaux de Roy, en calculant
explicitement certains exposants d’approximation diophantienne associés aux fractions con-
tinues sturmiennes caractéristiques, dont nous rappelons la définition ci-dessous.

Soient (sk)k≥1 une suite d’entiers ≥ 1 et {a, b} un alphabet à deux lettres. On désigne
par {a, b}∗ le monöıde des mots correspondant et on définit inductivement une suite de
mots (mk)k≥0 de {a, b}∗ par les formules

m0 = b, m1 = bs1−1a et mk+1 = m
sk+1

k mk−1 (k ≥ 1).

Cette suite converge (pour la topologie produit des topologies discrètes) dans le complété
{a, b}∗ ∪ {a, b}N vers le mot infini

mϕ := lim
k→∞

mk = bs1−1a . . . ,

qui est communément appelé mot sturmien caractéristique d’angle (ou de 〈〈pente 〉〉 )

ϕ := [0; s1, s2, s3, . . .]

construit sur l’alphabet {a, b}.
Le nombre réel ξ(

√
5−1)/2 = [0; m(

√
5−1)/2], dont les quotients partiels sont 0, puis les

lettres du mot infini m(
√

5−1)/2, est un nombre extrémal [49], et donc transcendant. Plus

généralement, Allouche, Davison, Queffélec et Zamboni [7] ont démontré que, pour tout
nombre irrationnel ϕ appartenant à l’intervalle [0, 1], le nombre ξϕ est transcendant.

L’étude menée dans la partie 6 de [14] montre que ŵ2(ξϕ) > 2 et w2(ξϕ) < +∞ lorsque
la suite (sk)k≥1 est bornée, tandis que w2(ξϕ) est infini lorsque cette suite n’est pas bornée.
Le théorème 4.4 implique donc le résultat suivant.
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Théorème 4.7. Avec les notations ci-dessous, si a et b sont des entiers positifs et distincts,
alors le nombre ξϕ est ou bien un S-nombre, ou bien un T -nombre si la suite (sk)k≥1 est
bornée, et c’est un U2-nombre dans le cas contraire.

Dans un travail ultérieur [4], nous présenterons une autre démonstration du théorème
4.7, comme cas particulier d’un résultat général établissant des mesures de transcendance
pour certaines familles de fractions continues.

5. Nombres réels de complexité sous-linéaire

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’approximation des nombres réels de com-
plexité sous-linéaire par des nombres algébriques. Cette étude est motivée par la question
suivante.

Question 5.1. Les propriétés d’approximation algébrique d’un nombre réel se lisent-elles
sur son développement décimal (ou plus généralement sur son développement dans une
base entière) ?

Jusqu’à présent, nous disposons de peu d’éléments de réponse, outre l’observation
banale qu’un nombre est rationnel si, et seulement si, son développement en base entière
est ultimement périodique. Cependant, si l’on se restreint aux nombres irrationnels ξ ayant
un développement de complexité sous-linéaire dans une base entière, nous démontrons
qu’ou bien ξ est un S- ou un T -nombre, ou bien ξ est un nombre de Liouville et, dans
ce cas, cela 〈〈se lit〉〉 sur son développement grâce aux occurrences précoces de répétitions
arbitrairement longues.

5.1. Complexité des nombres réels et mesures de transcendance

Avant d’énoncer nos résultats, il est nécessaire de définir précisément le développement
en base entière d’un nombre réel et sa complexité.

La fonction complexité d’une suite a = (ak)k≥1 prenant ses valeurs dans un ensemble
fini A est la fonction n 7→ p(n, a) définie par

p(n, a) = Card{(aj, aj+1, . . . , aj+n−1) : j ≥ 1}.

Clairement, elle vérifie
1 ≤ p(n, a) ≤ (CardA)n, (n ≥ 1).

La suite a est de complexité sous-linéaire si

lim sup
n→+∞

p(n, a)

n
< +∞.

Notons que la fonction de complexité d’une suite est bornée si, et seulement si, celle-ci est
ultimement périodique. Il s’agit d’un resultat classique de Morse et Hedlund [42].
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Soit b ≥ 2 un entier. Tout nombre réel non nul ξ s’écrit de manière unique

ξ = ±
∑

k≥−k0

ak

bk
,

où k0 ≥ 0, a−k0
6= 0 si k0 > 0, ak ∈ {0, 1, . . . , b − 1} et ak 6= b − 1 pour une infinité

d’indices k. Cette écriture s’appelle le développement de ξ en base b. Le nombre réel ξ
est de complexité sous-linéaire en base b si la suite (ak)k≥1 est une suite de complexité
sous-linéaire.

Définition 5.2. Le nombre réel ξ est de complexité sous-linéaire s’il existe un entier b ≥ 2
tel que ξ est de complexité sous-linéaire en base b.

Comme nous l’avons mentionné au cours de l’introduction, nous disposons depuis peu
du résultat suivant [2]. Il découle d’un nouveau critère combinatoire de transcendance [5],
dont la démonstration repose sur une version p-adique du théorème du sous-espace.

Théorème AB. Tout nombre réel de complexité sous-linéaire est ou bien rationnel, ou
bien transcendant.

L’approche développée dans cet article nous permet de préciser le théorème AB de la
façon suivante, apportant ainsi un premier élément de réponse à la question 5.1.

Théorème 5.3. Tout nombre réel irrationnel ξ de complexité sous-linéaire est ou bien un
S-nombre, ou bien un T -nombre, ou bien un nombre de Liouville. Plus précisément, si ξ
n’est pas un nombre de Liouville, alors il existe une constante effective c, ne dépendant
que de ξ, telle que

wd(ξ) ≤ (2d)c(log 3d)(log log 3d),

pour tout entier d ≥ 1.

Ce résultat traduit le fait que l’on contrôle de manière assez satisfaisante l’approxima-
tion d’un nombre réel de complexité sous-linéaire par des nombres algébriques de degré
fixé supérieur ou égal à 2. Pour compléter cette étude, il reste à considérer la qualité
de ses approximations rationnelles. De façon assez surprenante, le fait qu’un nombre de
complexité sous-linéaire en base b soit ou non un nombre de Liouville peut en fait se lire
sur son développement (en base b). L’objet de la partie suivante est précisément de décrire
ce phénomène.

5.2. Exposant diophantien et approximation rationnelle

Comme nous l’avons déjà mentionné, le fait qu’un nombre est rationnel se lit évidem-
ment sur son développement en base b, puisque ce dernier est alors ultimement périodique.
Pour distinguer les nombres de Liouville parmi les nombres de complexité sous-linéaire,
nous utilisons l’exposant diophantien, introduit dans [3]. Cet exposant s’interprète comme
une mesure de la périodicité du développement de ξ en base b. Nous montrons comment
il permet de contrôler l’approximation rationnelle des nombres réels de complexité sous-
linéaire, complétant ainsi le théorème 5.3.
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Avant de définir l’exposant diophantien d’une suite ou d’un mot infini, faisons quelques
rappels de combinatoire des mots, qui nous seront également utiles dans les parties 10 et
11.

Soit A un ensemble fini. On note |W | la longueur d’un mot fini W sur l’alphabet A,
c’est-à-dire le nombre de lettres composant W . Pour tout entier ℓ ≥ 1, le mot W ℓ désigne
la concaténation de ℓ copies de W . Plus généralement, pour tout nombre réel x > 0, on
note W x le mot W ⌊x⌋W ′, où W ′ est le préfixe de W de longueur ⌈(x − ⌊x⌋)|W |⌉. Ici et dans
toute la suite, ⌈y⌉ (resp. ⌊y⌋) désigne le plus petit entier supérieur ou égal à y (resp. le plus
grand entier inférieur ou égal à y). Le mot W∞ est le mot infini obtenu par concaténations
successives du mot W .

Soit a = (ak)k≥1 une suite d’éléments de A, que l’on identifie au mot infini a1a2 . . .
Soit ρ ≥ 1 un nombre réel. On dit que a vérifie la Condition (∗)ρ s’il existe deux suites de
mots finis (Un)n≥1, (Vn)n≥1, et une suite de nombres réels (wn)n≥1 telles que :

(i) pour n ≥ 1, le mot UnV wn
n est un préfixe du mot a ;

(ii) pour tout n ≥ 1, |UnV wn
n |/|UnVn| ≥ ρ ;

(iii) la suite (|V wn
n |)n≥1 est strictement croissante.

L’exposant diophantien de a, noté Dio(a) est le supremum des nombres réels ρ pour
lesquels a vérifie la Condition (∗)ρ. Il est clair à partir de la définition que

1 ≤ Dio(a) ≤ +∞
et que l’exposant diophantien d’une suite ultimement périodique est infini.

Pour tout entier b ≥ 2, notons Dio(ξ, b) l’exposant diophantien du développement
de ξ en base b. En tronquant ce développement puis en le complétant par périodicité, on
construit ainsi de bonnes approximations rationnelles de ξ qui nous permettent aisément
de minorer l’exposant d’irrationalité µ(ξ) de ξ et d’établir, lorsque ξ est irrationnel, que

µ(ξ) ≥ Dio(ξ, b). (5.1)

En revanche, ce raisonnement très simple n’est a priori d’aucune aide pour majorer
µ(ξ), sauf, cependant, lorsque ξ est de complexité sous-linéaire, comme l’illustre le résultat
suivant.

Théorème 5.4. Soit b ≥ 2 un entier. Soient c > 1 un nombre entier et a = (ak)k≥1 une
suite à valeurs dans {0, 1, 2, . . . , b−1} telle que p(n, a) ≤ cn pour tout entier n assez grand.
Si l’exposant diophantien de a est fini, alors le nombre réel

ξ :=
+∞∑

k=1

ak

bk

vérifie
max{2, Dio(ξ, b)} ≤ µ(ξ) ≤ (2c + 1)3(Dio(ξ, b) + 1). (5.2)

L’inégalité de gauche de (5.2) découle de (5.1) et du fait que l’exposant d’irrationalité
de tout nombre irrationnel est au moins égal à 2.

Nous déduisons du théorème 5.4 une caractérisation combinatoire des nombres de
Liouville de complexité sous-linéaire en base b.
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Corollaire 5.5. Soient b ≥ 2 un entier et ξ un nombre réel irrationnel de complexité sous-
linéaire en base b. Alors, ξ est un nombre de Liouville si, et seulement si, Dio(ξ, b) = +∞.

Ainsi, la lecture 〈〈näıve〉〉 du développement d’un nombre réel de complexité sous-
linéaire nous permet de déterminer s’il s’agit ou non d’un nombre de Liouville.

5.3. Applications aux nombres lacunaires, automatiques et sturmiens

Dans cette partie, nous donnons quelques conséquences des résultats précédents pour
trois familles classiques de nombres de complexité sous-linéaire : les nombres lacunaires, les
nombres automatiques et les nombres sturmiens. Dans chacun de ces cas, nous décrivons
des critères simples pour déterminer si l’exposant diophantien des nombres considérés est
fini ou non.

Nombres lacunaires. Par définition, un nombre réel ξ est un nombre lacunaire si son
développement dans une base entière b ≥ 2 s’écrit

ξ :=
∑

n≥1

1

bun
,

où (un)n≥1 est une suite strictement croissante d’entiers positifs vérifiant

lim inf
n→+∞

un+1

un
> 1.

Par exemple, le célèbre nombre de Liouville

∑

n≥1

1

10n !

est un nombre lacunaire. Le fait que les nombres lacunaires sont des nombres de complexité
sous-linéaire est une observation assez simple (voir par exemple [26]), et le théorème Ri
implique qu’ils sont transcendants, un résultat que les énoncés ci-dessus permettent de
préciser.

Théorème 5.6. Un nombre lacunaire

ξ :=
∑

n≥1

1

bun

est un nombre de Liouville si, et seulement si, la suite (un+1/un)n≥1 n’est pas bornée. De
plus, si cette suite est bornée, alors ξ est soit un S-nombre, soit un T -nombre.

Pour démontrer le théorème 5.6, il suffit de constater que l’exposant diophantien du
développement en base b de ξ est égal à lim supn→+∞ un+1/un, puis d’appliquer le théorème
5.3 et le corollaire 5.5.
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Nombres automatiques. Les nombres réels automatiques sont les nombres réels dont le
développement dans une base entière est engendré par un automate fini (voir [8], Chapter
13). Comme conséquence d’un résultat de Cobham [18], ils forment une sous-classe des
nombres de complexité sous-linéaire. Le théorème AB implique en particulier qu’un nom-
bre réel automatique est rationnel ou transcendant, confirmant une conjecture proposée
par Cobham en 1968 et popularisée par les travaux de Loxton et van der Poorten [32,
33]. En 1993, Shallit conjectura qu’un nombre de Liouville ne peut être engendré par un
automate fini. En fait, une conjecture plus forte fut par la suite formulée par Becker dans
sa correspondance avec Shallit.

Conjecture 5.7. (Becker). Les nombres automatiques irrationnels sont des S-nombres.

Dans la direction de la conjecture 5.7, Nishioka [45] établit que le nombre automatique
∑

n≥1 2−2n

est un S-nombre. La conjecture de Shallit a récemment été démontrée par
Adamczewski et Cassaigne [6], lesquels au moyen du théorème de Baker rappelé dans la
partie 2, ont également établi que les nombres automatiques ne sont pas des U -nombres
s’ils vérifient une hypothèse additionnelle.

Comme conséquence des résultats de [6] et du théorème 5.3, nous faisons un premier
pas dans la direction de la conjecture de Becker.

Théorème 5.8. Tout nombre réel irrationnel automatique est ou bien un S-nombre, ou
bien un T -nombre.

Nombres sturmiens. Les suites sturmiennes sont les suites a de complexité minimale parmi
les suites apériodiques, c’est-à-dire celles qui vérifient p(n, a) = n + 1 pour tout entier
positif n. Depuis les travaux précurseurs de Morse et Hedlund [42, 43], elles sont l’objet de
nombreuses études (voir par exemple [30] pour une introduction à ce sujet). Un nombre
sturmien est un nombre réel dont le développement dans une base entière est une suite
sturmienne. Il découle de l’une des nombreuses caractérisations des suites sturmiennes
qu’un nombre est sturmien si, et seulement si, il est de la forme

Sb(α, ρ) :=
∑

n≥0

1

b⌊nα+ρ⌋

ou bien

S′
b(α, ρ) :=

∑

n≥0

1

b⌈nα+ρ⌉ ,

avec b ≥ 2 entier, α > 1 irrationnel et ρ ≥ 0.
Notons que les propriétés dont il est question ci-dessous (transcendance, mesure de

transcendance, mesure d’irrationalité) sont clairement identiques pour Sb(α, ρ) et S′
b(α, ρ).

Mahler [34] établit la transcendance de Sb(α, 0) pour α quadratique, un résultat étendu
par Loxton et van der Poorten [31] à tout nombre α irrationnel, également au moyen de
la méthode de Mahler. D’autre part, il est bien connu que le paramètre ρ est une source
de difficultés. Ainsi, il a fallu attendre 1997 pour que Ferenczi et Mauduit [24] démontrent
la transcendance de tous les nombres sturmiens en utilisant une approche complètement
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différente fondée sur le théorème de Ridout. Nous précisons leur résultat en généralisant
un théorème établi en 1980 par Bundschuh [15] correspondant au cas particulier où ρ = 0
dans le théorème 5.9.

Théorème 5.9. Soient b ≥ 2 un entier, α > 1 un nombre irrationnel et ρ > 0 un nombre
réel. Le nombre réel

Sb(α, ρ) =
∑

n≥0

1

b⌊nα+ρ⌋

est un nombre de Liouville si, et seulement si, α est nombre à quotients partiels non bornés.
De plus, si α est un nombre à quotients partiels bornés, alors Sb(α, ρ) est soit un S-nombre,
soit un T -nombre.

Ce théorème découle du théorème 5.3 et du fait, démontré dans la partie 12, que
Dio(Sb(α, ρ), b) est fini si, et seulement si, α est un nombre à quotients partiels bornés.
Comme conséquence du théorème 5.9 et des propriétés de la classification de Mahler, nous
construisons des exemples explicites de nombres réels algébriquement indépendants.

Corollaire 5.10. Soient b ≥ 2 un entier, α > 1 un nombre réel irrationnel à quotients
partiels non bornés, α′ > 1 un nombre réel irrationnel à quotients partiels bornés, ρ et ρ′

deux nombres réels strictement positifs. Alors, les nombres réels
∑

n≥0

1

b⌊nα+ρ⌋ et
∑

n≥0

1

b⌊nα′+ρ′⌋

sont algébriquement indépendants.

En particulier, les nombres
∑

n≥0

1

b⌊ne+π⌋ et
∑

n≥0

1

b⌊n
√

2+ζ(3)⌋

sont algébriquement indépendants.
Notons enfin que l’exposant diophantien permet parfois d’obtenir la valeur exacte de

l’exposant d’irrationalité du nombre considéré. Ainsi, dans le cas des nombres sturmiens
Sb(α, 0), on peut démontrer la jolie égalité suivante (voir [1]) :

µ

(
∑

n≥0

1

b⌊nα⌋

)

= Dio(Sb(α, 0), b) = 1 + lim sup
n→+∞

[an, an−1, . . . , a1],

où α = [a0; a1, a2, . . .].

6. Le théorème du sous-espace quantitatif

Le théorème de Roth est ineffectif, dans le sens où, étant donnés ε > 0 et un nombre
réel algébrique irrationnel ξ, on ne dispose d’aucune majoration explicite du dénominateur
des solutions de l’inégalité

0 <

∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

q2+ε
· (6.1)
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Néanmoins, il est possible de majorer le nombre de solutions de (6.1), ainsi que le firent
Davenport et Roth [20] en 1955. Par la suite, leur résultat fut considérablement amélioré à
plusieurs reprises. À ce jour, les meilleures majorations figurent dans les articles d’Evertse
[22] et de Locher [29].

Théorème EL. Soient d ≥ 1 un entier et ξ un nombre algébrique réel de degré d et de
hauteur H vérifiant 0 < ξ < 1. Soient S un ensemble fini de s nombres premiers distincts
et ε un nombre réel vérifiant 0 < ε ≤ 1/5. L’inégalité

0 <

(
∏

ℓ∈S
|p|ℓ · |q|ℓ

)

·
∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

q2+ε
(6.2)

possède au plus
e7s+26ε−s−5 log(6d) · log

(
ε−1 log(6d)

)
(6.3)

solutions rationnelles p/q (sous forme irréductible) telles que q ≥ max{44/ε,
√

d + 1 H}.
En outre, si S est vide, alors (6.3) peut être remplacé par

2 · 107 ε−3(log ε−1)2 (log 4d) (log log 4d). (6.4)

Démonstration. Le Theorem 2 de [29] entrâıne (6.3), tandis que (6.4) est une conséquence
de l’estimation établie par Evertse à la fin du paragraphe 6 de [22].

À l’exception du théorème 3.1, les principaux résultats du présent article reposent sur
une version quantitative du théorème du sous-espace p-adique, le théorème ES ci-dessous,
que nous extrayons d’un article d’Evertse et Schlickewei [23]. Avant d’énoncer ce résultat,
nous rappelons la définition de la hauteur d’un élément de Zm.

Soient m ≥ 2 un entier et x = (x1, . . . , xm) un élément de Zm. La hauteur du point x
est définie par

H(x) = max{|x1|, . . . , |xm|}. (6.5)

Par définition, le vecteur x est primitif si ses coordonnées n’ont pas de diviseur premier en
commun.

Nous renvoyons le lecteur à [23] pour la définition de H(L), la hauteur de la forme
linéaire L à coefficients algébriques ; cette notion n’intervient qu’au cours de la démonstra-
tion du théorème 5.3, et nous donnons alors les explications nécessaires. Notons que la
notion de hauteur d’un m-uplet d’entiers utilisée dans [23] est différente de celle donnée
en (6.5). L’énoncé du théorème ES est adapté en conséquence.

Théorème ES. Soit m ≥ 2 un entier. Soit S un ensemble fini de s nombres premiers
distincts. Soit L1,∞, . . . , Lm,∞ un système linéairement indépendant de formes linéaires à
m variables et à coefficients algébriques réels et soit d le degré du corps de nombres engendré
par leurs coefficients. Pour tout nombre premier ℓ appartenant à S, soit L1,ℓ, . . . , Lm,ℓ un
système linéairement indépendant de formes linéaires à m variables et à coefficients entiers
rationnels. On suppose en outre que

det(L1,∞, . . . , Lm,∞) = ±1,
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et
det(L1,ℓ, . . . , Lm,ℓ) = ±1,

pour tout ℓ ∈ S. Soit H un majorant de la hauteur des formes linéaires Li,v, où 1 ≤ i ≤ m
et v ∈ S ∪ {∞}. Soit ε un nombre réel vérifiant 0 < ε < 1. Alors, l’ensemble des vecteurs
x = (x1, . . . , xm) primitifs appartenant à Zm qui sont solutions de l’inégalité

m∏

i=1

|Li,∞(x)| ·
∏

ℓ∈S

m∏

i=1

|Li,ℓ(x)|ℓ < H(x)−ε

et vérifient
H(x) > max{m4m/ε, H}

se trouve dans une union finie d’au plus

(6m)2m(s+1) 23(m+10)2 ε−ms−2m−4 (log 4d) (log log 4d) (6.6)

sous-espaces propres de Qm.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence du Theorem 3.1 de Evertse et Schlickewei [23].

La qualité des mesures de transcendance que nous obtenons dans nos différents théo-
rèmes dépend étroitement de la qualité de la dépendance en d dans (6.3), (6.4) et (6.6).
De ce point de vue, le théorème EL est très satisfaisant, dans la mesure où le Theorem 4
de Mueller et Schmidt [44] entrâıne qu’il est optimal au facteur (log log 4d) près.

7. Résultats auxiliaires

Soient d ≥ 1 un entier et ξ un nombre réel. Suivant Koksma [27], on note w∗
d(ξ) le

supremum des nombres réels w∗ pour lesquels les inégalités

0 < |ξ − α| ≤ H(α)−w∗−1

sont vérifiées par une infinité de nombres algébriques α de degré majoré par d. De la même
manière que Mahler définit les classes A, S, T et U à l’aide des fonctions wd, Koksma
introduisit les classes A∗, S∗, T ∗ et U∗. Ces dernières cöıncident en fait avec les classes A,
S, T et U , comme l’implique le lemme suivant.

Lemme 7.1. Soit d ≥ 1 un entier. Pour tout nombre réel irrationnel ξ on a

wd(ξ) + 1

2
≤ w∗

d(ξ) ≤ wd(ξ).

En particulier, wd(ξ) est fini si, et seulement si, w∗
d(ξ) est fini.

Démonstration. L’inégalité de gauche est un résultat de Wirsing [56], tandis que celle de
droite est banale.

Nous avons besoin d’une version de l’inégalité de Liouville.
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Lemme 7.2. Soient α et β deux nombres algébriques distincts, de degré m et n, respec-
tivement. Soit P (X) un polynôme de degré n à coefficients entiers tel que P (α) 6= 0. Il
existe alors une constante c(m, n), ne dépendant que de m et n, telle que

|α − β| ≥ c(m, n) 2−m−n H(α)−n H(β)−m,

et
|P (α)| ≥ c(m, n) H(α)−n H(P )−m+1.

Le choix c(m, n) = (m + 1)−n−1 (n + 1)−m−1 convient.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence du Corollary A.2 et du Theorem A.1 de [13].

Le résultat suivant montre que si l’on dispose d’une suite 〈〈dense 〉〉 de polynômes de
degré au plus r prenant des petites valeurs au point ξ, alors le nombre réel ξ ne peut pas
être trop bien approchable par des nombres algébriques de degré au plus r.

Lemme 7.3. Soit r ≥ 1 un entier. Soient ξ un nombre réel et (Pn(X))n≥1 une suite de
polynômes à coefficients entiers, deux à deux distincts, et de degré au plus r. Supposons
qu’il existe des nombres réels η > 0 et s > 1 tels que

|Pn(ξ)| < H(Pn)−r−η, n ≥ 1,

et
H(Pn−1) ≤ H(Pn) < H(Pn−1)

s, n ≥ 1.

Supposons en outre que l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) les polynômes Pn(X), n ≥ 1, sont irréductibles et primitifs ;

(ii) il existe w > 0 tel que |Pn(ξ)| > H(Pn)−w pour tout n.

Alors, wr(ξ) est fini.

La démonstration du lemme montre qu’il reste vrai sous des hypothèses plus faibles
que (i) ou (ii). Toutefois, sa conclusion est fausse si les polynômes Pn(X) ont de nombreuses
racines en commun, comme l’illustre l’exemple suivant. Posons ξ =

∑

n≥1 10−n! et, pour
tout entier N ≥ 15, considérons le polynôme

QN (X) = 10N !X −
N∑

n=1

10N !−n!.

On vérifie facilement que

|QN (ξ)| ≍ 10−N·N ! et H(QN ) ≍ 10N !,

où la notation A ≍ B signifie qu’il existe des constantes numériques absolues c1 et c2

strictement positives telles que c1A ≤ B ≤ c2A. Pour tous entiers j ≥ 0 et N ≥ 15, posons
Pj,N (X) = (10jX + 1)QN (X) et observons que

H(Pj,N ) ≍ 10j+N ! et |Pj,N (ξ)| ≍ 10j−N·N ! ≍ H(Pj,N )−(N·N !−j)/(j+N !).
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En particulier, pour j ≤ N · N !/5, on obtient |Pj,N (ξ)| < H(Pj,N )−3 et H(Pj,N ) ≤
10(1+N/5)N !. Comme H(QN+1) ≍ 10(N+1)!, on peut facilement extraire une sous-suite
de polynômes de la suite (Pj,N (X))j≥0,N≥1 vérifiant les hypothèses (à l’exception de (i)
ou (ii)) du lemme 7.3 avec r = 2, η = 1 et s = 6. Cependant, ξ est un nombre de Liouville.

Démonstration du lemme 7.3. Dans ce qui suit, les constantes sous-entendues dans ≪ et
≫ ne dépendent que de r. Soit α un nombre algébrique réel de degré au plus égal à r.
Supposons dans un premier temps que α n’annule aucun polynôme Pm(X), m ≥ 1.

Soit n le plus petit entier tel que

H(Pn) ≥ 2 (r + 1)2(r+1) H(α)r. (7.1)

On a en particulier
H(α) ≫ H(Pn)1/(rs). (7.2)

Le lemme 7.2 et (7.1) entrâınent que

|Pn(α)| ≥ (r + 1)−2(r+1) H(α)−r H(Pn)−r+1 ≥ 2H(Pn)−r > 2|Pn(ξ)|. (7.3)

Le théorème des accroissements finis implique

|ξ − α| · H(Pn) ≫ |Pn(ξ) − Pn(α)| ≥ |Pn(α)|/2,

d’où
|ξ − α| ≫ |Pn(α)| · H(Pn)−1 ≫ H(α)−r H(Pn)−r ≫ H(α)−r−r2s, (7.4)

par (7.2) et (7.3).
Sous l’hypothèse (i), si le nombre α est racine du polynôme Pm(X), le raisonnement

précédent conduit également à la minoration (7.4). En effet, le plus petit entier n vérifiant
(7.1) est au moins égal à m + 1 car H(Pm) = H(α), et donc α n’annule pas le polyôme
Pn(X).

Sous l’hypothèse (ii), la minoration (7.4) et le lemme 7.1 entrâınent que wr(ξ) est fini.
Ceci achève la démonstration du lemme.

Rappelons que la hauteur d’un vecteur de Zn est le maximum des valeurs absolues de
ces coefficients et que la hauteur d’un hyperplan de Qn déquation y1x1 + . . . + ynxn = 0,
où y1, . . . , yn sont des entiers non tous nuls et sans diviseur premier commun, est égale au
maximum des valeurs absolues de y1, . . . , yn.

Étant donnés des vecteurs x1, . . . ,xn de Zn, on note rang(x1, . . . ,xn) la dimension
du Q-espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

Lemme 7.4. Soient n et N deux entiers tels que N > 2n, et p1,p2, . . . ,pN des vecteurs
non nuls de Zn tels que

H(p1) ≤ H(p2) ≤ . . . ≤ H(pN )

et
rang(p1,p2, . . . ,pN ) < n.
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Alors, il existe des entiers 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jl avec l ≥ N/2n, et tels que les points
pj1 ,pj2 , . . .pjl

appartiennent à un même hyperplan H de Qn vérifiant

H(H) ≤ n!H(pj1)
n.

Pour démontrer le lemme 7.4, nous avons besoin du résultat suivant, dont nous omet-
tons la démonstration.

Lemme 7.5. Soient r et n deux entiers tels que r < n. Supposons qu’il existe des vecteurs
linéairement indépendants p1,p2, . . . ,pr appartenant à Zn et tels que H(p1) ≤ H(p2) ≤
. . . ≤ H(pr). Alors, il existe un hyperplan H de Qn contenant ces points entiers et tel que

H(H) ≤ r! H(pr)
r.

Démonstration du lemme 7.4. La fonction f qui, à un entier k = 1, . . . , n, associe le rang
sur Q de la famille de vecteurs {p1,p2, . . . ,p⌊N/2k⌋} est décroissante et à valeurs entières,
comprises entre 1 et n− 1. Il existe donc un entier k tel que 2 ≤ k ≤ n et f(k− 1) = f(k),
donc tel que

rang(p1,p2, . . . ,p⌊N/2k⌋) = rang(p1,p2, . . . ,p⌊N/2k−1⌋) := r < n.

Il existe ainsi des entiers 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ir ≤ ⌊N/2k⌋ tels que les vecteurs pi1 , . . . ,pir

forment une famille génératrice de la famille {p1,p2, . . . ,p⌊N/2k−1⌋}. D’autre part, la suite
(H(pij

))1≤j≤r étant par hypothèse croissante, le lemme 7.5 implique que les vecteurs
pi1 ,pi2 , . . . ,pir

appartiennent à un même hyperplan H de Qn dont la hauteur est majorée
par r! H(pir

)r.
Posons l := ⌊N/2k−1⌋−⌊N/2k⌋+1. Pour 1 ≤ m ≤ l, posons également jm := ⌊N/2k⌋+

m − 1. Ainsi, l ≥ N/2n et j1 ≥ ir. De plus, les vecteurs pj1 ,pj2 , . . . ,pjl
appartiennent à

H et

H(H) ≤ n! H(pj1)
n,

puisque la suite (H(pj))1≤j≤N est croissante. Cela termine la démonstration.

8. Démonstration du théorème 3.1

Dans cette partie, nous montrons comment le théorème 3.1, c’est-à-dire l’extension
p-adique du théorème de Baker énoncé dans la partie 2, se déduit facilement du théorème
EL qui donne une majoration du nombre de solutions de l’inégalité (6.2).

Démonstration du théorème 3.1. Considérons un nombre réel irrationnel ξ satisfaisant aux
hypothèses du théorème 3.1. Il existe alors un ensemble fini S de nombres premiers, des
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nombres réels ε, c et une infinité de nombres rationnels pn/qn écrits sous forme irréductible
vérifiant 0 < ε < 1/5, c > 1,

0 <

(
∏

ℓ∈S
|pn|ℓ · |qn|ℓ

)

·
∣
∣
∣
∣
ξ − pn

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

2q
2+ε/2
n

et
qn < qn+1 ≤ qc

n, (n ≥ 1). (8.1)

Sans restriction, nous supposons que 0 < ξ < 1.
Soient d un entier strictement positif et α un nombre réel algébrique de degré d. Soit

j tel que

qj−1 ≤
√

d + 1H(α) < qj . (8.2)

On suppose que H(α) est choisi suffisamment grand de sorte que

H(α) > 44/ε et qj > 4c (d + 1)c (8.3)

soient simultanément satisfaites. Observons que si α est le rationnel p/q, où q ≥ 1, alors
H(α) = q et qj > q ; en particulier, α 6= pj+h/qj+h pour tout entier positif h. Définissons
le nombre réel χ par

|ξ − α| = H(α)−χ.

Nous supposons χ ≥ 1 et majorons χ en fonction de d.
Posons v = 2 + ε. Soit T le plus grand nombre entier pour lequel 2qv

j+T < H(α)χ.
Pour tout entier h = 1, . . . , T , les inégalités

|ξ − α| = H(α)−χ <
1

2qv
j+T

≤ 1

2qv
j+h

entrâınent ∣
∣
∣
∣
α − pj+h

qj+h

∣
∣
∣
∣
≤

∣
∣
∣
∣
ξ − pj+h

qj+h

∣
∣
∣
∣
+ |ξ − α| ≤

∣
∣
∣
∣
ξ − pj+h

qj+h

∣
∣
∣
∣
+

1

2qv
j+h

,

et donc

(
∏

ℓ∈S
|pj+h|ℓ · |qj+h|ℓ

)

·
∣
∣
∣
∣
α − pj+h

qj+h

∣
∣
∣
∣
≤

(
∏

ℓ∈S
|pj+h|ℓ · |qj+h|ℓ

)

·
∣
∣
∣
∣
ξ − pj+h

qj+h

∣
∣
∣
∣
+

1

2qv
j+h

≤ 1

qv
j+h

·

Par conséquent, l’inégalité

(
∏

ℓ∈S
|p|ℓ · |q|ℓ

)

·
∣
∣
∣
∣
α − p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

qv
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possède au moins T solutions rationnelles irréductibles p/q avec q > qj , et, d’après (8.2)
et (8.3), le théorème EL entrâıne la majoration

T < e8s+31ε−s−5 log(6d) · log
(
2ε−1 log(6d)

)
, (8.4)

où s est le cardinal de S.
Cependant, comme χ ≥ 1, notre choix de T et les inégalités (8.1), (8.2) et (8.3)

impliquent

2qvcT+1

j ≥ 2qv
j+T+1 ≥ H(α)χ ≥

(
(d + 1)−1/2

)χ
q

χ/c
j ≥ 2q

χ/(2c)
j ,

et donc

χ ≤ 2vcT+2. (8.5)

Le lemme 7.1 et les inégalités (8.4) et (8.5) assurent alors l’existence d’une constante c′,
ne dépendant que de ξ, telle que

wd(ξ) ≤ (2d)c′ log log 3d.

En particulier, nous avons établi que ξ est ou bien un S-nombre, ou bien un T -nombre.

Notre démonstration est nettement plus simple que celle de Baker et conduit à une
meilleure mesure de transcendance. Notons cependant que cette amélioration est une
conséquence de résultats récents sur le lemme de Roth qui sont au cœur de la démonstration
du théorème EL.

La clef de notre démonstration est l’existence d’une majoration du nombre de grandes
solutions de (6.2) ne dépendant que du degré de ξ. Lorsque S est réduit à l’ensemble vide,
une telle majoration fut pour la première fois soulignée par Mignotte [41], mais elle découle
facilement de la démonstration de Davenport et Roth [20]. En particulier, en remplaçant
dans la démonstration du théorème 3.1 le théorème EL par un énoncé correspondant
implicite dans [20], nettement antérieur à l’article de Baker [10], nous obtenons, tout comme
Baker, une mesure de transcendance donnée par (2.3). En utilisant le résultat de Mignotte
[41], nous établissons la mesure de transcendance

wd(ξ) ≤ exp exp{c log 2d}, (d ≥ 1),

où c est un entier positif.
Outre sa simplicité, la démonstration ci-dessus possède un autre avantage sur celle

de Baker : elle se généralise sans trop de difficultés techniques à des situations où la
transcendance du nombre ξ est établie non pas au moyen du théorème de Ridout, mais à
l’aide du théorème du sous-espace de Schmidt, comme l’illustrent les résultats de la partie
4.

Notons également que notre démonstration permet d’associer une mesure de transcen-
dance à tout nombre ξ dont on sait démontrer la transcendance à l’aide du théorème de
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Roth (ou de Ridout). Supposons en effet qu’il existe un nombre réel ε et une infinité de
nombres rationnels pn/qn écrits sous forme irréductible vérifiant 0 < ε < 1 et

∣
∣
∣
∣
ξ − pn

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

2q2+ε
n

.

Définissons une fonction strictement croissante ϕ à valeurs entières et telle que

qn < qn+1 ≤ ϕ(qn), n ≥ 1.

Soit d ≥ 1 un entier et soit α un nombre algébrique réel. Soit Ψ la fonction définie sur Z≥1

par

Ψ(x) =
1

(
ϕ◦T (x)

)6 ,

avec
T =

⌈
2 · 107 ε−3(log ε−1)2 (log 4d) (log log 4d)

⌉
+ 2

et où ϕ◦T désigne la T -ième itérée de la fonction ϕ. En reprenant la démonstration ci-
dessus, on obtient sans difficulté que

|ξ − α| > Ψ(H(α)),

si H(α) est suffisamment grand. Bien sûr, cette mesure de transcendance est d’autant
moins fine que ϕ crôıt rapidement.

9. Démonstrations des théorèmes 4.1 et 4.2

Avant de démontrer les théorèmes 4.1 et 4.2, nous discutons brièvement une remarque
qui suit l’énoncé du théorème B. Nous conservons les hypothèses de ce théorème, à ceci
près que nous ne supposons plus les rationnels pn/qn écrits sous forme irréductible. Pour
n ≥ 1, notons dn le plus grand diviseur commun à pn et qn. Alors,

0 <

∣
∣
∣
∣
ξ − pn/dn

qn/dn

∣
∣
∣
∣
<

1

q2+ε
n

=
1

d2+ε
n (qn/dn)2+ε

,

et deux situations distinctes peuvent se produire. Ou bien, pour tout nombre réel w, il
existe n tel que dn > (qn/dn)w, et alors ξ est un nombre de Liouville. Ou bien il existe
un nombre réel κ tel que dn < (qn/dn)κ pour tout n ≥ 1. Dans ce cas, il existe une suite
(nj)j≥1 d’entiers positifs strictement croissante telle que

lim sup
j→+∞

log(qnj+1
/dnj+1

)

log(qnj
/dnj

)
< +∞,

et nous sommes ramenés au théorème B.
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L’inégalité ci-dessus se justifie de la manière suivante. Quitte au besoin à extraire
une sous-suite de la suite (pn/qn)n≥1, on peut supposer que qn+1 ≥ q2

n pour tout n ≥ 1.
Soient n et j des entiers strictement positifs tels que qn+j/dn+j = qn/dn. De l’inégalité

qn+j ≥ q2j

n , on déduit

qn

dn
=

qn+j

dn+j
≥ d2j

n

dn+j
·
(

qn

dn

)2j

,

d’où dn+j ≥ (qn+j/dn+j)
2j−1 et la majoration 2j ≤ κ + 1. Les nombres rationnels pn/qn

et pn+j/qn+j sont donc différents si j est assez grand.

Notre stratégie est la suivante. Nous généralisons la démonstration du théorème 3.1
afin de contrôler la qualité de l’approximation des nombres réels, vérifiant les hypothèses
du théorème 4.1 ou celles du théorème 4.2, par des nombres algébriques de degré au moins
r + 1.

À cet effet, il est commode de définir de nouveaux exposants d’approximation dio-
phantienne, à savoir les fonctions wex

d , où l’exposant ex signifie que l’on se restreint à
l’approximation par des nombres algébriques de degré exactement égal à d.

Démonstration du théorème 4.1. Nous conservons les notations de l’énoncé du théorème
4.1 et supposons que 0 < ξ < 1. Soit α un nombre algébrique réel de degré d > r de
hauteur suffisamment grande. On suppose en outre ε < 1/2,

H(α) > (r + 1)8(r+1)/ε (9.1)

et 0 < α < 1 (ce qui est possible puisque 0 < ξ < 1).
Notons tout d’abord que l’inégalité (4.2) permet, quitte à extraire une sous-suite de

la suite (qn)n≥1, de supposer qu’il existe un nombre entier C indépendant de d tel que

2 log qn < log qn+1 < C log qn, (9.2)

pour tout entier n ≥ 1.
Définissons le nombre réel χ par

|ξ − α| = H(α)−χ.

Notons n0 l’entier déterminé par les inégalités

qn0
≤ H(α) < qn0+1 (9.3)

et M le plus grand entier pair tel que

qχ
n0

> q2+ε
n0+M . (9.4)

Nous allons majorer M en fonction de d et ainsi, compte tenu de (9.2), majorer χ en
fonction de d.
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Pour tous entiers j = 1, . . . , M et k = 1, . . . , r, on obtient

‖qn0+jα
k‖ ≤ ‖qn0+jξ

k‖ + ‖qn0+j(ξ
k − αk)‖ ≤ ‖qn0+jξ

k‖ +
k(|ξ|+ 1)

q1+ε
n0+j

≤ max

{

2‖qn0+jξ
k‖, 4k

q1+ε
n0+j

}

,

d’où, d’après (9.1) et (9.3),

‖qn0+jα‖ · ‖qn0+jα
2‖ . . . ‖qn0+jα

r‖ <
max{2r+1, 4r}

q1+ε
n0+j

=
2r+1

q1+ε
n0+j

<
1

q
1+ε/2
n0+j

· (9.5)

Étant donné un entier n, il existe des entiers pk,n, 1 ≤ k ≤ r vérifiant ‖qnαk‖ =
|qnαk − pk,n|, et donc

∣
∣
∣
∣
αk − pk,n

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

qn
, 1 ≤ k ≤ r. (9.6)

Considérons les formes linéaires

L0(X0, X1, . . . , Xr) = X0

et
Lk(X0, X1, . . . , Xr) = αkX0 − Xk, pour k = 1, . . . , r.

Pour n ≥ 1, posons pn := (qn, p1,n, p2,n, . . . , pr,n). Le raisonnement tenu au début de
cette partie montre qu’ou bien wr(ξ) = +∞, ou bien, quitte à extraire une sous-suite de
la suite (qn)n≥1 et à modifier la constante C de (9.2), tous les vecteurs pn sont primitifs.
Nous nous plaçons désormais sous cette hypothèse.

D’après (9.6) et le fait que 0 < α < 1, on peut choisir H(α) suffisamment grande pour
que

H(pn) = qn (9.7)

pour n ≥ n0. L’inégalité (9.2) implique alors que la suite (H(pn))n≥n0
est strictement

croissante. Posons N1 := {pn, n0 + M/2 ≤ n ≤ n0 + M} et notons M1 le cardinal de N1.
Ainsi,

M1 ≥ M/2. (9.8)

De (9.5), (9.6) et (9.7), on déduit

r∏

k=0

|Lk(pn)| < H(pn)−ε/2.

Sans restriction, on suppose que M est choisi de sorte que

qn0+M/2 > max{H(Lk), 0 ≤ k ≤ r}.
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Nous avons donc H(pn) > max{H(Lk) : 0 ≤ k ≤ r}, pour tout n ∈ N1, et nous pouvons
donc appliquer le théorème ES avec m = r + 1. Notons T le majorant du nombre de sous-
espaces donné par le théorème ES et posons t := ⌊M1/T ⌋. D’après (9.1) et le théorème
ES, il existe une constante cr,ε, ne dépendant que de r et ε, et telle que

T < cr,ε(log 3d) (log log 3d). (9.9)

Le principe des tiroirs assure l’existence d’un sous-espace propre de Qr+1 contenant au
moins t points de N1. Cela signifie qu’il existe un vecteur non nul y := (y0, y1, . . . , yr) ∈
Zr+1 et un ensemble d’entiers N2 ⊂ N1, de cardinal t, tels que

y0qn + y1p1,n + . . . + yrpr,n = 0, (9.10)

pour tout n ∈ N2. Notons i1 < i2 < . . . < it les éléments de N2 une fois ordonnés.
Si t ≤ 2r+1, on obtient M < 2(2r+1 + 1)T , ce qui termine la démonstration d’après

(9.9). Nous supposons donc dans la suite que t > 2r+1. D’après (9.10), le rang de la famille
{pih

, 1 ≤ h ≤ t} est strictement inférieur à r +1. Comme t > 2r+1, le lemme 7.4 implique
l’existence d’entiers j1 < . . . < jl vérifiant

l ≥ t

2r+1
=

⌊M1/T ⌋
2r+1

, (9.11)

et d’un vecteur primitif non nul y′ := (y′
0, y

′
1, . . . , y

′
r) ∈ Zr+1 tel que

y′
0qn + y′

1p1,n + . . . + y′
rpr,n = 0, (9.12)

pour tout n ∈ N3 := {jh, 1 ≤ h ≤ l}, et vérifiant

H(y′) ≤ (r + 1)! H(pj1)
r+1 = (r + 1)! qr+1

j1
. (9.13)

Considérons à présent le polynôme P (X) :=
∑r

k=0 y′
kXk. D’après (9.1), (9.6), (9.12)

et (9.13), il vient pour tout n ∈ N3

|P (α)| =

∣
∣
∣
∣

r∑

k=0

y′
k

(

αk − pk,n

qn

)∣
∣
∣
∣
≤

r(r + 1)! qr+1
j1

qn
<

qr+2
j1

qn
·

En particulier, comme jl appartient à N3, on obtient

|P (α)| ≤
qr+2
j1

qjl

· (9.14)

Par hypothèse, le degré de α est strictement supérieur à r, donc le nombre réel P (α) n’est
pas nul, et le lemme 7.2, (9.2), (9.3) et (9.13) impliquent alors que

|P (α)| ≫ H(α)−r H(P )−d+1 = H(α)−r H(y′)−d+1

≫ H(α)−r q
−(r+1)(d−1)
j1

≫ q
−d(r+1)
j1

,
(9.15)
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Il découle alors des inégalités (9.2), (9.14) et (9.15) qu’il existe une constante B indépen-
dante de d et telle que

l ≤ B log d.

Puis en utilisant (9.8), (9.9) et (9.11), il vient

M < c (log 3d) (log log 3d),

où c := 2(2r+1B + 1)cr,ε ne dépend pas de d. D’après les inégalités (9.2) et (9.4), entrâıne
que

wex
d (ξ) ≤ exp{c′(log 3d)2(log log 3d)},

où c′ est une constante indépendante de d. Le lemme 7.1 permet alors de conclure cette
démonstration.

Avant d’aborder la démonstration du théorème 4.2, nous établissons une proposition
auxiliaire.

Proposition 9.1. Soient M et r deux entiers strictement positifs, α0, α1, . . . , αr des
nombres algébriques réels linéairement indépendants sur Q. Notons L0 la forme linéaire
définie par L0(X0, X1, . . . , Xr) :=

∑r
j=0 αjXj et posons d := [Q(α0, α1, . . . , αr) : Q]. Soit

(xn)1≤n≤M une suite de vecteurs primitifs appartenant à Zr+1. Supposons qu’il existe des
nombres réels a > 1 et ε > 0 tels que pour tout 1 ≤ n ≤ M :

(i) H(x1) > H(L0) et H(x1) > H(αj), 0 ≤ j ≤ r,

(ii) log H(xn+1) > a log H(xn),

(iii) |L0(xn)| < H(xn)−r−ε.

Alors il existe une constante C ne dépendant que des paramètres r, ε et a telle que

M < C(log 3d)r (log log 3d)r.

Démonstration de la proposition 9.1. Nous allons raisonner par récurrence sur l’entier r.
Pour r = 1, il s’agit d’une conséquence immédiate du théorème EL.

Soit r ≥ 2 un entier tel que la conclusion de la proposition 9.1 est vraie pour k =
1, . . . , r − 1. Soient α0, α1, . . . , αr des nombres algébriques qui vérifient les hypothèses de
la proposition 9.1.

Pour tout entier n = 1, . . . , M , posons xn := (x0,n, x1,n, . . . , xr,n). Nous supposons
également, ce qui ne cause aucune perte de généralité, que

H(x1) > 4((r + 1)!)2. (9.16)

Considérons à présent les formes linéaires

Lk(X0, X1, . . . , Xr) := Xk, pour i = k, . . . , r.

30



Posons N1 := {xn, 1 ≤ n ≤ M}. D’après (iii), il vient

r∏

k=0

|Lk(xn)| < H(xn)−ε

pour tout n ∈ N1. De plus, les conditions (i) et (ii) impliquent que H(xn) > H(Lk), pour
k = 0, . . . , r et n ∈ N1.

Nous pouvons donc appliquer le théorème ES. Notons T le majorant du nombre de
sous-espaces donné par ce théorème et posons m := ⌊M/T ⌋. Il existe une constante cr,ε ne
dépendant que de r et ε et telle que

T < cr,ε(log 3d) (log log 3d). (9.17)

Le principe des tiroirs assure alors l’existence d’un sous-espace propre de Qr+1 contenant
au moins m points de N1. Cela signifie qu’il existe un vecteur non nul y := (y0, y1, . . . , yr) ∈
Zr+1 et un ensemble d’entiers N2 ⊂ N1, de cardinal m, tel que

y0x0,n + y1x1,n + . . . + yrxr,n = 0, (9.18)

pour tout n ∈ N2. Notons i1 < i2 < . . . < im les éléments de N2 une fois ordonnés.
Si m ≤ 2r+1, on obtient M < (2r+1 + 1)T , ce qui termine la démonstration d’après

(9.17). Nous supposons donc dans la suite m > 2r+1. D’après (9.18), le rang de la famille
{xih

, 1 ≤ h ≤ m} est strictement inférieur à r + 1. Comme m > 2r+1, le lemme 7.4
implique l’existence d’entiers j1 < j2 < . . . < js vérifiant

s ≥ m

2r+1
=

⌊M/T ⌋
2r+1

, (9.19)

et d’un vecteur non nul z := (z0, z1, . . . , zr) ∈ Zr+1 tel que

z0x0,n + z1x1,n + . . . + zrxr,n = 0 (9.20)

pour tout n ∈ N3 := {jh, 1 ≤ h ≤ s}, et vérifiant

max{|zk|, 0 ≤ k ≤ r} ≤ (r + 1)! H(xj1)
r+1. (9.21)

Nous supposons dans la suite que

s > κa,r := 4 + 2
log(2r + 5)

log a
· (9.22)

En effet, dans le cas contraire, l’inégalité (9.19) implique r < 2r+1κa,r et donc M <
(2r+1κa,r + 1)T , ce qui termine la démonstration d’après (9.17).

Sans restriction, on peut supposer que zr n’est pas nul. Pour j = 0, . . . , r − 1, posons
α′

j := zjαr − zrαj. Un rapide calcul montre que

H(zjαr − zrαj) ≤
(
4 max{|zi|, 0 ≤ i ≤ r}2H(αr)H(αj)

)d
,
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et donc, en utilisant (9.16) et (9.21), on obtient

H(α′
j) < 4d((r + 1)!)2dH(xj1)

2(r+2)d < H(xj1)
2(r+3)d,

pour tout entier j = 0, . . . , r − 1.
Introduisons à présent l’ensemble d’entiers N4 ⊂ N3 défini par N4 := {jh, ⌊s/2⌋ ≤

h ≤ s}. Notons k1 < k2 < . . . < kt les éléments de N4 une fois ordonnés, et observons que

t ≥ s/2. (9.23)

Soit n ∈ N4. Posons x′
n := (x0,n, . . . , xr−1,n) ∈ Zr et notons que

H(xn) < H(xj1)
r+2 H(x′

n),

puisque, comme zr n’est pas nul, il découle de (9.20), (9.21) et (9.16) que

|xr,n| =

∣
∣
∣
∣

z0x0,n + . . . + zr−1xr−1,n

zr

∣
∣
∣
∣

< r(r + 1)!H(xj1)
r+1 max{|x0,n|, . . . , |xr−1,n|}

< H(xj1)
r+2 H(x′

n).

D’après (iii), (9.20), (9.21) et (9.22), on a

∣
∣x0,nα′

0 + . . . + xr−1,nα′
r−1

∣
∣ < |zr| H(xn)−r−ε < H(x′

n)−(r−1)−1/2, (9.24)

pour tout n ∈ N4.
Rien ne garantit que le vecteur x′

n soit primitif. Néanmoins, comme le vecteur xn est
primitif, (9.20) et (9.21) entrâınent que le plus grand diviseur commun aux coordonnées de
x′

n n’excède pas (r +1)!H(xj1)
r+1. En particulier, si n1 et n2 sont deux éléments distincts

de N4, la minoration (9.22) assure que les vecteurs x′
n1

et x′
n2

ne sont pas colinéaires.
Pour n ∈ N4, soit x′′

n un vecteur primitif colinéaire à x′
n. Considérons la forme linéaire

L′ définie par L′(X0, . . . , Xr−1) :=
∑r−1

j=0 α′
jXj . D’après (9.24), il vient

|L′(x′′
n)| < H(x′′

n)−(r−1)−1/2

pour tout n ∈ N4. On vérifie de plus aisément que les α′
j , 0 ≤ j ≤ r − 1, sont des nombres

algébriques réels linéairement indépendants sur Q et que [Q(α′
0, . . . , α

′
r−1) : Q] ≤ d.

L’hypothèse de récurrence assure donc l’existence d’une constante A, ne dépendant
que des paramètres r, ε et a, telle que

t < A(log 3d)r−1 (log log 3d)r−1.

Les inégalités (9.17), (9.19) et (9.23) donnent alors la majoration souhaitée pour M , à
savoir

M < C(log 3d)r (log log 3d)r,
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où C := (2r+2A + 1)cr,ε. Cela termine cette démonstration.

Nous pouvons à présent démontrer le théorème 4.2.

Démonstration du théorème 4.2. Elle découle de la proposition 9.1 et du lemme 7.3. Nous
conservons les notations de l’énoncé du théorème 4.2. Comme précédemment, on peut
supposer qu’il existe un entier C tel que

2 log H(Pn) < log H(Pn+1) < C log H(Pn), (9.25)

pour tout entier n ≥ 1.
Soit α un nombre algébrique réel de degré d > r et de hauteur suffisamment grande

pour garantir que
H(α)ε/2 > 2r(r + 1)(|ξ|+ 1). (9.26)

Définissons le nombre réel χ par

|ξ − α| = H(α)−χ.

Nous allons majorer χ en fonction de d. Notons n0 l’unique entier tel que

H(Pn0
) ≤ H(α) < H(Pn0+1) (9.27)

et M le plus grand entier pair tel que H(Pn0
)χ > H(Pn0+M )r+1+ε.

D’après (9.26) et (9.27) :

|Pn0+j(α)| ≤ |Pn0+j(α) − Pn0+j(ξ)|+ |Pn0+j(ξ)|
≤ (r + 1)rH(Pn0+j)(|ξ|+ 1)|α − ξ| + |Pn0+j(ξ)|
≤ H(Pn0+j)

−r−ε/2,

pour j = 1, . . . , M . Nous supposons dans la suite que l’entier M est suffisamment grand,
de sorte que

H(Pn0+M/2) > max{H(αj), 0 ≤ j ≤ r} et H(Pn0+M/2) > H(L), (9.28)

où L est la forme linéaire L(X0, X1, . . . , Xr) :=
∑r

j=0 αjXj . D’après (9.25), cela ne cause
aucune perte de généralité.

Pour n ≥ 1, notons

Pn0+n(X) := x0,n0+n + x1,n0+nX + . . . + xr,n0+nXr.

Lorsque le degré m du polynôme Pn0+n(X) est strictement inférieur à r, on pose simple-
ment xm+1,n0+n = . . . = xr,n0+n = 0, ce qui ne change rien dans la suite. Pour n ≥ 1,
posons

xn := (x0,n0+M/2+n, x1,n0+M/2+n, . . . , xr,n0+M/2+n) ∈ Zr+1.
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Le raisonnement tenu au début de cette partie montre qu’ou bien wr(ξ) = +∞, ou
bien, quitte à extraire une sous-suite de la suite (Pn)n≥1 et à modifier la constante C de
(9.25), tous les xn sont primitifs. Nous nous plaçons désormais sous cette hypothèse.

Les inégalités (9.25) et (9.28) montrent que nous pouvons appliquer la proposition 9.1,
laquelle conduit à

M/2 < c(log 3d)r (log log 3d)r,

où la constante c ne dépend que de r et de ε. La majoration souhaitée pour χ découle alors
de (9.25), ce qui, au vu des lemmes 7.1 et 7.3, termine la démonstration du théorème 4.2.

10. Démonstration du théorème 5.3

Cette partie est consacrée à la démonstration du théorème 5.3. Notre stratégie est la
suivante. Dans un premier temps, nous exhibons une propriété combinatoire des suites de
complexité sous-linéaire. Cela nous permet (cf. proposition 10.1) d’associer à tout nom-
bre réel de complexité sous-linéaire une suite d’approximations rationnelles (pn/qn)n≥1

possédant les trois propriétés suivantes :

(a) ces rationnels sont d’assez bonnes approximations de ξ;

(b) les dénominateurs qn ont une forme très particulière, à savoir qn = brn(bsn − 1), où rn

et sn sont des entiers;

(c) la suite (qn)n≥1 est, en un certain sens, dense.

Les propriétés (a) et (b) sont utilisées dans [2] pour démontrer que tout nombre de
complexité sous-linéaire est soit rationnel, soit transcendant. Afin d’obtenir la mesure de
transcendance souhaitée, nous utilisons en plus la propriété (c) qui nous permet d’appliquer
le théorème ES en suivant la méthode introduite dans la partie 8.

Tout au long des parties 10 et 11, la lettre b désigne un entier fixé supérieur ou égal
à 2. Étant donné un nombre réel ξ, 0 < ξ < 1, on note

ξ = 0.a1a2 . . .

le développement de ξ en base b.

10.1. Combinatoire des suites de complexité sous-linéaire

Nous montrons ici que les suites de complexité sous-linéaires contiennent des occur-
rences précoces de motifs répétitifs. Cette propriété combinatoire assure l’existence de la
suite (pn/qn)n≥1 mentionnée précédemment.

Plus précisément, nous démontrons le résultat suivant.
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Proposition 10.1. Soit b ≥ 2 un entier. Soit ξ un nombre réel irrationnel de complexité
sous-linéaire en base b et vérifiant 0 < ξ < 1. Il existe alors deux nombres réels positifs w et
c, deux suites d’entiers positifs ou nuls (rj)j≥1, (pj)j≥1, et une suite strictement croissante
d’entiers positifs (sj)j≥1 tels que 1 < w < 3/2 et, pour tout j ≥ 1,

(i) rj ≤ csj ;

(ii) si rj ≥ 1, alors b ne divise pas pj ;

(iii) 2(rj + sj) ≤ rj+1 + sj+1 ≤ c(rj + sj) ;

(iv)

∣
∣
∣
∣
ξ − pj

brj (bsj − 1)

∣
∣
∣
∣
<

1

2bw(rj+sj)
·

Démonstration de la proposition 10.1. Soit a une suite de complexité sous-linéaire définie
sur un alphabet fini A. Soient c et n0 deux entiers tels que

p(n, a) ≤ cn, (n ≥ n0).

Pour ℓ ≥ 1, notons A(ℓ) le préfixe de a de longueur ℓ. Le principe des tiroirs montre que
si ℓ ≥ n0, alors il existe (au moins) un mot Wℓ de longueur ℓ ayant (au moins) deux
occurrences dans A((c+1)ℓ). En d’autres termes, il existe des mots (éventuellement vides)
Bℓ, Dℓ, Eℓ et un mot non vide Cℓ tels que

A((c + 1)ℓ) = BℓWℓDℓEℓ = BℓCℓWℓEℓ.

Nous choisissons ces mots de sorte que, si Bℓ n’est pas le mot vide ε, les dernières lettres
de Bℓ et de Cℓ soient différentes.

Nous devons distinguer deux cas.
Supposons tout d’abord que |Cℓ| ≥ |Wℓ|. Alors, il existe un mot Fℓ tel que

A((c + 1)ℓ) = BℓWℓFℓWℓEℓ.

Posons Uℓ = Bℓ, Vℓ = WℓFℓ et wℓ = |WℓFℓWℓ|/|WℓFℓ|. Alors le mot UℓV
wℓ

ℓ est un préfixe
de a et wℓ ≥ 1 + 1/c. En outre, si Uℓ 6= ε, les dernières lettres de Uℓ et de Vℓ diffèrent.

Supposons maintenant que |Cℓ| < |Wℓ|, c’est-à-dire que les deux occurrences de Wℓ

se chevauchent. Il existe alors un nombre rationnel sℓ > 1 tel que

Wℓ = Csℓ

ℓ .

Posons Uℓ = Bℓ, Vℓ = C
⌈sℓ/2⌉
ℓ et wℓ = (sℓ + 1)/⌈sℓ/2⌉. Alors, le mot UℓV

wℓ

ℓ est un préfixe
de a et wℓ ≥ 3/2. En outre, ℓ/2 ≤ |Vℓ| ≤ ℓ et, si Uℓ 6= ε, les dernières lettres de Uℓ et de
Vℓ diffèrent.

Posant w = min{1 + 1/c, 3/2}, nous avons montré que, pour tout entier ℓ ≥ n0, il
existe deux mots finis Uℓ et Vℓ tels que

(v) UℓV
w
ℓ est un préfixe de a ;

35



(vi) |Uℓ| ≤ (2c + 1)|Vℓ| ;
(vii) ℓ/2 ≤ |Vℓ| ≤ cℓ ;

(viii) si Uℓ n’est pas le mot vide, les dernières lettres de Uℓ et de Vℓ diffèrent.

D’autre part, un rapide calcul montre que cette construction garantit également que

|UℓV
w
ℓ |

|UℓVℓ|
≥ 1 +

1

2c + 1
· (10.1)

Cette dernière propriété ne sert pas ici, mais elle sera utilisée dans la partie 11.
Nous insistons sur le fait que les mots Uℓ, ℓ ≥ 1, ainsi construits ne sont pas nécessai-

rement tous différents.
Soit a = (ak)k≥1 la suite de complexité sous-linéaire à valeurs dans {0, 1, . . . , b − 1}

telle que

ξ =

+∞∑

k=1

ak

bk
·

Le raisonnement ci-dessous nous permet d’associer à la suite a deux suites de mots finis
(Uℓ)ℓ≥1 et (Vℓ)ℓ≥1 vérifiant les propriétés (v) à (viii). Notons respectivement ρℓ et σℓ les
longueurs de Uℓ et de Vℓ, pour ℓ ≥ 1. Comme

ℓ

2
≤ ρℓ + σℓ ≤ (c + 1)ℓ,

il vient, pour tout entier ℓ,

2(ρℓ + σℓ) ≤ 2(c + 1)ℓ ≤ ρ4(c+1)ℓ + σ4(c+1)ℓ

≤ 4(c + 1)2ℓ ≤ 8(c + 1)2(ρℓ + σℓ).

En posant C = 8(c + 1)2, rj = ρ4j(c+1)j et sj = σ4j(c+1)j , pour j ≥ 1, on a donc

2(rj + sj) ≤ rj+1 + sj+1 ≤ C(rj + sj).

Comme rj ≤ Csj , les conditions (i) et (iii) du théorème sont vérifiées. De plus, la suite
(sj)j≥1 est bien strictement croissante.

Pour ℓ ≥ n0, définissons l’entier pj par l’égalité

pj

brj (bsj − 1)
= 0.U4j(c+1)j V ∞

4j(c+1)j . (10.2)

Notons que le développement du nombre rationnel pj/brj (bsj − 1) donné en (10.2) peut
éventuellement correspondre à un développement impropre en base b. Cela se produit
précisément lorsque V ∞

4j(c+1)j = (b− 1)∞, mais n’est source d’aucune difficulté supplémen-

taire. Les entiers pj et brj (bsj−1) peuvent très bien avoir des diviseurs commun, néanmoins,
la condition (viii) assure que b ne divise pas pj si rj ≥ 1. En effet, un calcul facile montre
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qu’alors pj est égal à vj − uj plus un multiple de b, où vj et uj sont, respectivement, les
derniers chiffres de V4j(c+1)j et de U4j(c+1)j . Ceci montre que la condition (ii) est vérifiée.

Il découle de (v) et de (10.2) que

∣
∣
∣
∣
ξ − pj

brj (bsj − 1)

∣
∣
∣
∣
<

1

brj+wsj
· (10.3)

Observons que (vi) entrâıne l’existence d’un nombre réel w′ tel que 1 < w′ < 3/2 et

rj + wsj ≥ rj +
w − 1

2
· sj +

w + 1

2
· sj ≥

(

1 +
w − 1

2(2c + 1)

)

rj +

(

1 +
w − 1

2

)

sj

≥ 1 + w′(rj + sj),

pour j assez grand. Par conséquent, on déduit de (10.3) que

∣
∣
∣
∣
ξ − pj

brj (bsj − 1)

∣
∣
∣
∣
<

1

2 bw′(rj+sj)
,

qui est exactement la condition (iv).

10.2. Approximation algébrique des nombres de complexité sous-linéaire

Dans cette partie, nous achevons la démonstration du théorème 5.3. Étant donné un
nombre réel de complexité sous-linéaire, nous utilisons la suite de rationnels (pn/qn)n≥1

qui lui est associée par la proposition 10.1 afin d’appliquer le théorème ES et d’en déduire
la mesure de transcendance recherchée.

Démonstration du théorème 5.3. Soit ξ un nombre réel irrationnel de complexité sous-
linéaire en base b et vérifiant 0 < ξ < 1. La proposition 10.1 assure l’existence de deux
nombres réels positifs w et c, de deux suites d’entiers positifs ou nuls (rj)j≥1, et (pj)j≥1, et
d’une suite strictement croissante d’entiers positifs (sj)j≥1 tels que 1 < w < 3/2 et, pour
tout j ≥ 1,

(i) rj ≤ csj ;

(ii) si rj ≥ 1, alors b ne divise pas pj ;

(iii) 2(rj + sj) ≤ rj+1 + sj+1 ≤ c(rj + sj) ;

(iv)
∣
∣
∣
∣
ξ − pj

brj (bsj − 1)

∣
∣
∣
∣
<

1

2bw(rj+sj)
·

Nous insistons sur le fait que pj et brj (bsj −1) ne sont pas supposés être premiers entre
eux. Nous montrons dans cette partie que les conditions (i) à (iv) suffisent pour borner la
qualité de l’approximation de ξ par des nombres algébriques de degré d avec d ≥ 2.
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En posant tj = rj + sj pour j ≥ 1, la condition (iii) s’écrit

2tj ≤ tj+1 ≤ ctj , (j ≥ 1), (10.4)

et la condition (i) entrâıne

sj ≥ tj
c + 1

, (j ≥ 1). (10.5)

Comme la suite (sj)j≥1 est strictement croissante, nous pouvons supposer en outre que
t1 ≥ 6.

Soit d un entier, d ≥ 2, et soit α un nombre algébrique réel de degré d et de hauteur
strictement supérieure à 312/(w−1) et à 3d. Soit j l’entier donné par

btj−1 ≤ 3d H(α) < btj . (10.6)

Définissons le nombre réel χ par

|ξ − α| = H(α)−χ.

Nous allons majorer χ en fonction de d.

Soit M le plus grand nombre entier pour lequel 2bwcM−1tj < H(α)χ. Par (10.4), pour

tout entier h = 0, . . . , M − 1, on a 2bwtj+h ≤ 2bwcM−1tj et donc

∣
∣
∣
∣
α − pj+h

brj+h(bsj+h − 1)

∣
∣
∣
∣
≤

∣
∣
∣
∣
ξ − pj+h

brj+h(bsj+h − 1)

∣
∣
∣
∣
+ |ξ − α|

≤ 1

2bwtj+h
+ H(α)−χ <

1

bwtj+h
·

(10.7)

On a alors
|btj+hα − brj+hα − pj+h| < b−(w−1)tj+h .

On considère les formes linéaires

L1,∞(X, Y, Z) = Xα − Y α − Z, L2,∞(X, Y, Z) = X, L3,∞(X, Y, Z) = Y,

et, pour tout diviseur premier ℓ de b,

L1,ℓ(X, Y, Z) = X, L2,ℓ(X, Y, Z) = Y, L3,ℓ(X, Y, Z) = Z.

Notons S l’ensemble des diviseurs premiers de b. Posons ε = w−1 et, pour 0 ≤ h ≤ M −1,
posons

xh = (btj+h , brj+h , pj+h).

On observe alors que

3∏

k=1

|Lk,∞(xh)| ·
3∏

k=1

∏

ℓ∈S
|Lk,ℓ(xh)|ℓ < (btj+h)−ε,
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pour 0 ≤ h ≤ M − 1. Observons que H(xh) = btj+h découle de l’hypothèse |ξ| < 1. Par
conséquent, l’inégalité

3∏

k=1

|Lk,∞(x)| ·
3∏

k=1

∏

ℓ∈S
|Lk,ℓ(x)|ℓ < H(x)−ε (10.8)

possède au moins M solutions x de hauteur supérieure ou égale à btj . Afin d’appliquer
le théorème ES, nous devons majorer la hauteur, au sens de [23], des formes linéaires
apparaissant dans (10.8). La définition figurant au début de la partie 3 de [23] montre
que la hauteur d’une telle forme linéaire se majore facilement en fonction de la hauteur
de ses coefficients. Ainsi, il est facile de vérifier que la hauteur des formes linéaires Lk,ℓ,
1 ≤ k ≤ 3, ℓ ∈ S, et celle des formes linéaires Lk,∞, 1 ≤ k ≤ 3, est strictement inférieure à
3dH(α), et donc à btj , par (10.6).

Le théorème ES assure alors l’existence d’une constante cS,ε, ne dépendant que du
cardinal de S et de ε, et telle que les triplets xh, 0 ≤ h ≤ M − 1, sont contenus dans au
plus

T < cS,ε log(3d) log log(3d) (10.9)

sous-espaces rationnels propres de Q3.
Posons

L = ⌈2 log
(
16d(c + 1)

)
⌉, (10.10)

et supposons qu’un sous-espace rationnel propre de Q3 contienne L points entiers xh qui
sont solutions de (10.8). Cela signifie qu’il existe un triplet (x, y, z) d’entiers non tous nuls
et des entiers 0 ≤ i1 < . . . < iL < M vérifiant

xbrj+ik
+sj+ik + ybrj+ik + zpj+ik

= 0, (1 ≤ k ≤ L). (10.11)

La condition (iii) entrâıne que les vecteurs xi1 et xi2 ne sont pas colinéaires. Le lemme
7.5 assure que l’on peut choisir x, y et z de telle sorte que

max{|x|, |y|, |z|} ≤ 2b2tj+i2 . (10.12)

Considérons un entier k tel que 1 ≤ k ≤ L. Réécrivons (10.11) sous la forme

x +
y

bsj+ik

+ zα + z

(
pj+ik

brj+ik
+sj+ik

− α

)

= 0,

et observons que d’après (10.7), (iv) et le fait que |ξ| < 1, il vient

∣
∣
∣
∣

pj+ik

brj+ik
+sj+ik

− α

∣
∣
∣
∣
≤

∣
∣
∣
∣

pj+ik

brj+ik
+sj+ik

− pj+ik

brj+ik (bsj+ik − 1)

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

pj+ik

brj+ik (bsj+ik − 1)
− α

∣
∣
∣
∣

≤ 2

bsj+ik

·
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Pour k = L, il découle alors de (10.11) et de (10.12) que

|x + zα| ≤ 3 max{|x|, |y|, |z|}
bsj+iL

≤ 6b2tj+i2
−sj+iL . (10.13)

Comme α est irrationnel, le lemme 7.2, (10.6) et (10.12) entrâınent que

|x + zα| ≥ 2−2d z−d+1 H(α)−1

≥ 2−2d z−d+1 b−tj ≥ 2−2d (2b2tj+i2 )−d+1 b−tj .
(10.14)

Il découle de (10.4), (10.5) et (10.10) que

2tj+i2 − sj+iL
≤ 2tj+i2 −

tj+iL

c + 1
≤ 2tj+i2

(

1 − 2L−2

c + 1

)

≤ −4dtj+i2 . (10.15)

Par conséquent, (10.13), (10.14) et (10.15) mènent à

4−2db−3dtj+i2 ≤ 2−2d (2b2tj+i2 )−d+1 b−tj ≤ |x + zα| ≤ 6b2tj+i2
−sj+iL ,

ce qui contredit tj+i2 ≥ t1 ≥ 6.
Ainsi, chacun des T sous-espaces introduits précédemment contient au plus L points de

la suite {xh, 0 ≤ h ≤ M − 1}. Dans la suite, les constantes sous-entendues par le symbole
≪ sont indépendantes de d. La majoration de T donnée par l’inégalité (10.9) entrâıne alors
que

M ≪ (log 3d)2(log log 3d).

En outre, (10.4), (10.6) et la définition de χ donnent

H(α)χ ≤ 2bwcMtj ≤ 2
(
3dH(α)

)wcM+1

≤ 2
(
H(α)

)2wcM+1

,

d’où
χ ≪ cM ≪ (c1d)c2(log 3d)(log log 3d),

où c1, c2 ne dépendent pas de d. Ainsi, si ξ n’est pas un nombre de Liouville, le lemme 7.1
implique l’existence d’une constante c3 indépendante de d telle que

wd(ξ) ≤ (2d)c3(log 3d)(log log 3d),

pour tout entier d ≥ 1, ce qui termine cette démonstration.

11. Approximation rationelle des nombres de complexité sous-linéaire

L’objet de cette partie est de démontrer le théorème 5.4, qui illustre comment l’expo-
sant diophantien associé à un nombre réel irrationnel de complexité sous-linéaire permet
d’en contrôler l’approximation rationnelle.

Avant d’établir le théorème 5.4, nous avons besoin d’un résultat auxiliaire.

40



Lemme 11.1. Soient b ≥ 2 un entier, U et V deux mots finis sur l’alphabet {0, 1, . . . , b−1}
de longueur r et s, respectivement. Posons

p

q
:= 0.a1a2 . . . = 0.UV ∞.

Soit ξ := 0.b1b2 . . . un nombre réel tel qu’il existe un entier j ≥ r + 1 vérifiant :

(i) an = bn, pour 1 ≤ n < j ;

(ii) aj 6= bj.

Alors, ∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
>

1

bj+s
·

Démonstration. Posons aj = l et bj = m. Supposons tout d’abord que l > m. On a donc
l ≥ 1 et

p

q
> 0.a1a2 . . . aj−1l 00 . . .0 . . .0

︸ ︷︷ ︸

s − 1 fois

l,

tandis que
ξ ≤ 0.a1a2 . . . aj−1(m + 1) ≤ 0.a1a2 . . . aj−1l.

Ceci donne
p

q
− ξ >

1

bj+s
·

Supposons maintenant que m > l. On a alors l ≤ b − 2 et

p/q < 0.a1a2 . . . aj−1l (b − 1)(b − 1) . . . (b − 1)
︸ ︷︷ ︸

s − 1 fois

(l + 1)

≤ 0.a1a2 . . . aj−1l (b − 1)(b − 1) . . . (b − 1)
︸ ︷︷ ︸

s fois

,

tandis que
ξ ≥ 0.a1a2 . . . aj−1m ≥ 0.a1a2 . . . aj−1(l + 1).

Cela entrâıne

ξ − p

q
>

1

bj+s
,

et le lemme est démontré.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théorème 5.4.

Démonstration du théorème 5.4. On suppose que les paramètres b, c, a et ξ introduits
dans l’énoncé du théorème sont désormais fixés. Soient δ un nombre strictement positif et
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(p, q) une paire d’entiers positifs. Nous allons montrer que, pour q suffisamment grand, on
a toujours ∣

∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
≥ 1

qM+δ
, (11.1)

où M = (2c + 1)3(Dio(a) + 1).

Nous allons tout d’abord introduire une suite de nombres rationnels qui approchent
assez bien ξ (voir l’inégalité (11.8)) et dont les dénominateurs ne croissent pas trop rapi-
dement (voir l’inégalité (11.7)).

Rappelons brièvement les conclusions partielles de l’étude combinatoire menée dans
la partie 10.1 en réécrivant les assertions (v) à (vii). Il existe deux suites de mots finis
(Uℓ)ℓ≥1 et (Vℓ)ℓ≥1, une suite de nombres réels (wℓ)ℓ≥1 et une suite d’entiers (pℓ)ℓ≥1 telles
que, si l’on pose rℓ = |Uℓ|, sℓ = |Vℓ| et qℓ = brℓ(bsℓ − 1), on a

bℓ/2 − 1 ≤ qℓ ≤ b(c+1)ℓ − 1, (11.2)

et
pℓ

qℓ
:= 0.UℓVℓ

∞.

En outre, les |UℓV
wℓ

ℓ | premières lettres de ξ et pℓ/qℓ cöıncident, et donc

∣
∣
∣
∣
ξ − pℓ

qℓ

∣
∣
∣
∣
≤ 1

b|UℓV
wℓ

ℓ
| ·

D’autre part, l’inégalité (10.1) stipule que |UℓV
wℓ

ℓ |/|UℓVℓ| ≥ 1 + 1/(2c + 1), d’où

∣
∣
∣
∣
ξ − pℓ

qℓ

∣
∣
∣
∣
≤ 1

(
b|UℓVℓ|

)1+1/(2c+1)
=

1

(brℓ+sℓ)
1+1/(2c+1)

<
1

q
1+1/(2c+1)
ℓ

· (11.3)

Le pas suivant consiste à déduire du lemme 11.1 une bonne minoration de la distance
de ξ à pℓ/qℓ. Posons d = Dio(a) et soit ε un nombre réel positif. Par définition de Dio(a),
si UℓV

s
ℓ est un préfixe du mot a, alors |UℓV

s
ℓ | < |UℓVℓ|(d + ε/3), dès que ℓ est assez grand.

Par conséquent, pour un tel ℓ, au maximum les |UℓVℓ|(d + ε/2) premiers chiffres de ξ et
pℓ/qℓ cöıncident. Par (11.3), les hypothèses du lemme 11.1 sont satisfaites pour un entier
j vérifiant (rℓ + sℓ)(1 + 1/(2c + 1)) < j < (rℓ + sℓ)(d + ε/2). Nous obtenons donc

∣
∣
∣
∣
ξ − pℓ

qℓ

∣
∣
∣
∣
≥ 1

b(rℓ+sℓ)(d+ε/2)+sℓ
>

1

(brℓ(bsℓ − 1))
d+1+ε

=
1

qd+1+ε
ℓ

, (11.4)

pour ℓ assez grand. À présent, nous fixons un nombre ε > 0 suffisamment petit pour que

(2c + 1)ε + (2c + 1)ε2 + (2c + 1)dε + (2c + 1)3ε < δ/2. (11.5)

Soit n1 ≥ n0 un entier tel que (11.5) est vraie pour tout ℓ ≥ n1.
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Le fait que la suite (qn)n≥1 n’est pas nécessairement croissante poserait problème
dans la suite de la démonstration. Nous commençons donc par en extraire une sous-suite
convenable. Posons ℓ1 = n1 et ℓn+1 = ⌈(2c + 1)ℓn⌉ pour n ≥ 1. Notons alors Pn = pℓn

et
Qn = qℓn

. Il découle alors de (11.2) que

b(c+1/2)ℓn − 1 < bℓn+1/2 − 1 ≤ Qn+1 = qℓn+1

≤ b(c+1/2)ℓn+1 − 1 < b(2c2+2c+1/2)nℓ+2c+1,
(11.6)

tandis que
bℓn/2 − 1 ≤ Qn = qℓn

≤ b(c+1/2)ℓn − 1. (11.7)

En résumé, nous avons établi l’existence d’une suite (Pn/Qn)n≥1 de rationnels et d’un
entier n2 > n1 tels que

1

Qd+1+ε
n

<

∣
∣
∣
∣
ξ − Pn

Qn

∣
∣
∣
∣
<

1

Q
1+1/(2c+1)
n

, (n ≥ n2), (11.8)

et
Qn < Qn+1 < Q(2c+1)2+ε

n , (n ≥ n2). (11.9)

Les inégalités (11.8) et (11.9) se déduisent immédiatement de (11.3), (11.4), (11.6) et (11.7).

Abordons maintenant la dernière étape de la démonstration. Soit p/q un rationnel
avec q vérifiant

2q ≥ Q
1/(2c+1)
n2+1 , q ≥ 21+2M/δ, q ≥ 21+(2c+1)3+δ/2.

Supposons en outre ∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

(2q)1+(2c+1)((2c+1)2+ε)
· (11.10)

Observons tout d’abord que si (11.10) n’est pas vérifiée, alors (11.1) l’est. En effet,
dans ce cas (11.5) implique (2c+1)ε < δ/2 et l’on obtient 2+(2c+1)((2c+1)2+ε) < M +δ,

puis, comme q ≥ 21+(2c+1)3+δ/2 > 21+(2c+1)3+(2c+1)ε, on a

(2q)1+(2c+1)((2c+1)2+ε) < q2+(2c+1)((2c+1)2+ε) < qM+δ ,

et (11.1) est satisfaite par le rationnel p/q.

Comme, par hypothèse, 2q ≥ Q
1/(2c+1)
n3+1 , il découle de (11.9) qu’il existe un unique

entier n3 > n2 tel que

Qn3−1 ≤ (2q)2c+1 < Qn3
< Q

(2c+1)2+ε
n3−1 · (11.11)

L’inégalité triangulaire donne

∣
∣
∣
∣
ξ − Pn3

Qn3

∣
∣
∣
∣
≥

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

Pn3

Qn3

− p

q

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
· (11.12)
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Si p/q et Pn3
/Qn3

sont distincts, on a la minoration triviale
∣
∣
∣
∣

Pn3

Qn3

− p

q

∣
∣
∣
∣
≥ 1

qQn3

·

En outre,

Qn3
≤ Q

(2c+1)2+ε
n3−1 ≤ (2q)(2c+1)((2c+1)2+ε)

et l’on déduit de l’inégalité précédente que
∣
∣
∣
∣

Pn3

Qn3

− p

q

∣
∣
∣
∣
≥ 2

(2q)1+(2c+1)((2c+1)2+ε)
> 2

∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
·

Alors, (11.10) et (11.12) entrâınent que si p/q 6= Pn3
/Qn3

,
∣
∣
∣
∣
ξ − Pn3

Qn3

∣
∣
∣
∣
>

1

2qQn3

·

Il découle de (11.11) que 2q < Q
1/(2c+1)
n3

, d’où
∣
∣
∣
∣
ξ − Pn3

Qn3

∣
∣
∣
∣
>

1

Q
1+1/(2c+1)
n3

,

en contradiction avec (11.8). Par conséquent, sous l’hypothèse (11.10), on a nécessairement
p/q = Pn3

/Qn3
. Dans ce cas, comme n3 > n2, on déduit de (11.8) que

∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
ξ − Pn3

Qn3

∣
∣
∣
∣
>

1

Qd+1+ε
n3

et, comme (2q)(2c+1)((2c+1)2+ε) ≥ Qn3
, on obtient

∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
>

1

(2q)(2c+1)((2c+1)2+ε)(d+1+ε)
·

Il découle alors de (11.5) et de l’hypothèse q ≥ 21+2M/δ que

(2q)(2c+1)((2c+1)2+ε)(d+1+ε) ≤ (2q)M+δ/2 ≤ qM+δ/22M+δ/2 ≤ qM+δ

et ceci implique ∣
∣
∣
∣
ξ − p

q

∣
∣
∣
∣
≥ 1

qM+δ
·

L’inégalité (11.1) est par conséquent satisfaite pour tout

q ≥ max

{

Q
1/(2c+1)
n2+1

2
, 21+2M/δ, 21+(2c+1)3+δ/2

}

,

ce qui termine cette démonstration.
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12. L’exposant diophantien des mots sturmiens

Comme nous l’avons déjà mentionné, les suites sturmiennes sont les suites de com-
plexité minimale parmi les suites apériodiques; elles vérifient p(n) = n + 1 pour tout
entier n. Dans cette partie, nous étudions l’exposant diophantien des mots sturmiens. Plus
précisément, nous caractérisons les mots sturmiens dont l’exposant diophantien est fini.

Nous utilisons la caractérisation arithmétique des suites sturmiennes rappelée ci-
dessous.

Pour (x, α) ∈ [0, 1[×([0, 1] \ Q), on définit la suite sα,x = (sα,x,n)n≥0 par

sα,x,n = a si {x + nα} ∈ [0, 1 − α[ et sα,x,n = b si {x + nα} ∈ [1 − α, 1[,

et la suite s′α,x = (s′α,x,n)n≥0 par

s′α,x,n = a si {x + nα} ∈]0, 1 − α] et s′α,x,n = b si {x + nα} ∈]1 − α, 1[∪{0}.

Les deux suites sα,x et s′α,x sont des suites sturmiennes. Réciproquement, pour toute suite
sturmienne u, il existe un unique couple (x, α) ∈ [0, 1[×([0, 1] \ Q) tel que u = sα,x ou
u = s′α,x. Le nombre irrationnel α est l’angle de la suite sturmienne u. Il correspond à la
fréquence d’apparition de la lettre b dans la suite u.

Le résultat suivant montre que la finitude de l’exposant diophantien d’une suite stur-
mienne dépend des propriétés diophantiennes de son angle.

Proposition 12.1. Soit u = (un)n≥0 une suite sturmienne d’angle α. Alors, Dio(u) est
fini si, et seulement si, le nombre réel α est à quotients partiels bornés.

Démonstration. Considérons une suite sturmienne u = (un)n≥0. Il existe un couple (x, α) ∈
[0, 1[×([0, 1] \ Q) tel que soit u = sα,x, soit u = s′α,x. On peut supposer sans perte
de généralité que u = sα,x puisque les deux suites sα,x et s′α,x ont le même exposant
diophantien. En effet, l’irrationalité de α implique que ces deux suites diffèrent d’au plus
un terme.

Supposons dans un premier temps que α est un nombre réel à quotients partiels
bornés. Nous rappelons que l’indice d’un mot infini a, généralement noté Ind(a), est le
supremum des nombres réels s pour lesquels il existe un mot fini non vide V tel que V s ait
une occurrence dans le mot a. Cette définition implique que pour tout mot infini a, on a
Dio(a) ≤ Ind(a). D’autre part, un résultat de Mignosi [40] stipule qu’une suite sturmienne
dont l’angle est un nombre réel à quotients partiels bornés a toujours un indice fini. Il
suit donc que Dio(u) est nécessairement fini si l’angle de u est un nombre réel à quotients
partiels bornés.

Nous supposons à présent que α est un nombre réel dont la suite des quotients partiels
(an)n≥0 n’est pas bornée et nous allons prouver que Dio(u) = +∞. D’après la définition
de l’exposant diophantien, il suffit de montrer que pour tout entier p, il existe deux mots
finis U , V , et un nombre réel s > 0 tels que :

(a) UV s est un préfixe de u;
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(b) |UV s|
|UV | ≥ p.

Considérons à présent un entier p strictement positif. Nous allons démontrer qu’il existe
toujours un tel triplet (U, V, s).

Puisque la suite (an)n≥0 n’est pas bornée, il existe un entier k > 0 tel que ak+1 > 4p2.
Notons pk/qk le k-ième convergent du nombre α. Nous supposons que k est choisi assez
grand pour garantir que

1

4qk
< min{α, 1 − α} et qk > p. (12.1)

Nous supposons également que k est pair, le cas où k est impair se traitant de façon
similaire. Nous rappelons que sous cette hypothèse, on a

0 < qkα − pk = {qkα} = ‖qkα‖ <
1

qk+1
<

1

ak+1qk
<

1

4p2qk
· (12.2)

Alors, pour des entiers j et r tels que 0 ≤ j < qk et 1 ≤ r ≤ p2, on obtient

‖(x + jα) − (x + (j + rqk)α)‖ = ‖rqkα‖ ≤ r‖qkα‖ ≤ r

qk+1

et donc

‖(x + jα) − (x + (j + rqk)α)‖ <
1

4qk
· (12.3)

Nous devons alors distinguer plusieurs cas et, pour cela, nous allons introduire les
notations suivantes. Étant donné un entier j tel que 0 ≤ j < qk, nous disons que

(i) j est de type A si uj = a et s’il existe un entier r, 1 ≤ r ≤ p2, tel que uj+rqk
= b;

(ii) j est de type B si uj = b et s’il existe un entier r, 1 ≤ r ≤ p2, tel que uj+rqk
= a;

(iii) j est de type C s’il n’est ni de type A, ni de type B, c’est-à-dire, si uj = uj+rqk
pour

tout entier r, 1 ≤ r ≤ p2.

Tout entier j, 0 ≤ j < qk, est exactement d’un seul type A, B ou C. Tout d’abord,
notons que j est de type A signifie que {x+ jα} est très proche de 1−α. Plus précisément,
(12.3) donne

1 − α − 1

4qk
< {x + jα} < 1 − α. (12.4)

De même, si j est de type B, alors {x + jα} est très proche de 1 et (12.3) donne

1 − 1

4qk
< {x + jα} < 1. (12.5)

Il est important pour la suite de remarquer qu’il existe au plus un entier de chacun des
types A et B. En effet, dans le cas contraire, les inégalités (12.4) et (12.5) impliqueraient
l’exitence de deux entiers i et j, 0 ≤ i < j < qk, tels que

0 < {(j − i)α} <
1

2qk
·
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Cette dernière inégalité fournirait une contradiction puisque 1 ≤ j − i < qk. En effet, nous
rappelons que si q est un entier strictement positif tel que

‖qα‖ <
1

2qk
,

alors q ≥ qk. Pour les mêmes raisons, notons que si un entier j est de type A ou B, l’entier
r qui lui est associé dans (i) ou (ii) est unique.

Nous devons à présent distinguer quatre cas.

(i) Premièrement, supposons que tout entier j, 0 ≤ j < qk, est de type C. Dans ce
cas, nous avons

uj = uj+lqk
, (12.6)

pour tout couple (j, l) tel que 0 ≤ j < qk et 1 ≤ l ≤ p − 1. Soit V le préfixe de longueur
qk de u. Alors, l’égalité (12.6) implique que UV s est un préfixe de u, où U désigne le mot
vide et s = p. De plus, d’après (12.1), on a

|UV s|
|UV | = p.

(ii) Supposons à présent qu’il existe un entier j0 de type A avec 0 ≤ j0 < qk−1. Alors,
les inégalités (12.1), (12.2) et (12.3) impliquent l’existence d’un entier r0, 1 ≤ r0 ≤ p2, tel
que

0 < 1 − α − 1

4qk
< {x + j0α} < {x + (j0 + qk)α}

< . . . < {x + (j0 + (r0 − 1)qk)α} < 1 − α

(12.7.A)

et

1 − α ≤ {x + (j0 + r0qk)α} < . . . < {x + (j0 + p2qk)α} < 1 − α +
1

4qk
< 1. (12.7.B)

On obtient immédiatement que

1 − α < 1 − 1

4qk
< {x + (j0 + 1)α} < . . . < {x + (j0 + 1 + (r0 − 1)qk)α} < 1 (12.8.A)

tandis que

0 ≤ {x + (j0 + 1 + r0qk)α} < . . . < {x + (j0 + 1 + p2qk)α} <
1

4qk
< 1 − α. (12.8.B)

Ainsi, j0 +1 est de type B et l’entier qui lui est associé (cf. (i)) est également r0. Puisqu’il
y a au plus un entier de chacun des types A et B, tout entier j, 0 ≤ j < qk, j 6∈ {j0, j0 +1},
est de type C.
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(ii.a) Si r0 ≥ p, d’après (12.7.A), (12.8.A) et le fait que tout 0 ≤ j < qk, j 6∈ {j0, j0+1},
est de type C, il vient

uj = uj+lqk
, (12.9)

pour tout couple (j, l) tel que 0 ≤ j < qk et 1 ≤ l ≤ p − 1. Alors, l’égalité (12.9) implique
que UV s est un préfixe de u, où U est le mot vide, V est le préfixe de longueur qk de u et
s = p. On conclut comme dans le cas (i).

(ii.b) Si 1 ≤ r0 < p, d’après (12.7.B), (12.8.B) et le fait que tout 0 ≤ j < qk,
j 6∈ {j0, j0 + 1}, est de type C, il vient

uj+r0qk
= uj+r0qk+lqk

, (12.10)

pour tout couple (j, l) tel que 0 ≤ j < qk et 1 ≤ l ≤ p2−r0. Notons U := u0u1 . . . ur0qk−1 le
préfixe de u de longueur r0qk et posons V := ur0qk

ur0qk+1 . . . ur0qk+qk−1 et s = p2− r0 +1.
Alors, l’égalité (12.10) implique que UV s est un préfixe de u. Puisque |U | = r0qk et
|V | = qk, on obtient :

|UV s|
|UV | =

(p2 + 1)qk

(r0 + 1)qk
≥ p2 + 1

p
> p.

(iii) Supposons que qk − 1 soit de type A. Alors, d’après les inégalités (12.1), (12.2) et
(12.3), il existe un entier r′0, 1 ≤ r′0 ≤ p2, tel que

0 < {x + (qk − 1)α} < {x + (2qk − 1)α} < . . . < {x + (r′0qk − 1)α} < 1 − α (12.11.A)

et

1−α ≤ {x+((r′0+1)qk−1)α} < . . . < {x+((p2+1)qk−1)α} < 1−α+
1

4qk
< 1. (12.11.B)

On obtient immédiatement que

1 − α < {x + qkα} < . . . < {x + r′0qkα} < 1 (12.12.A)

tandis que

0 ≤ {x + (r′0 + 1)qkα} < . . . < {x + (p2 + 1)qkα} <
1

4qk
< 1 − α. (12.12.B)

Donc, 0 est de type B et l’entier qui lui est associé (cf. (ii)) est r′0 + 1. Ainsi, tout entier
j, 0 < j < qk − 1, est de type C.

(iii.a) Si r′0 ≥ p, on conclut comme dans le cas (ii.a) grâce aux inégalités (12.11.A) et
(12.12.A), et au fait que tout entier j, 0 < j < qk − 1, est de type C.

(iii.b) Si 1 ≤ r′0 < p, les inégalités (12.11.B) et (12.12.B) et le fait que tout entier j,
0 < j < qk − 1, est de type C, impliquent que

uj+r′
0
qk

= uj+r′
0
qk+lqk

, (12.13A)
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pour tout couple (j, l) tel que 1 ≤ j < qk et 1 ≤ l ≤ p2 − r′0, et

u(r′
0
+1)qk

= u(r′
0
+1)qk+lqk

, (12.13B)

pour 1 ≤ l ≤ p2 − r′0 − 1. Soient U = u0u1 . . . ur′
0
qk

le préfixe de u de longueur r′0qk + 1, V

le mot ur′
0
qk+1ur′

0
qk+2 . . . u(r′

0
+1)qk

, et s = p2 − r′0 + 1 − 1/qk. Alors, les égalités (12.13A)
et (12.13B) impliquent que UV s est un préfixe de u. Puisque |U | = r′0qk + 1 et |V | = qk,
il vient

|UV s|
|UV | =

(p2 + 1)qk

(r′0 + 1)qk + 1
≥ p2 + 1

p + 1/qk
> p

(
p + 1/p2

p + 1/(pqk)

)

> p.

En effet, qk > p d’après (12.1).

(iv) Puisqu’il existe au plus un entier de chacun des types A et B, il ne reste plus qu’à
considérer le cas où aucun entier n’est de type A et où il existe exactement un entier de
type B. Alors, les inégalités (12.2) et (12.3) assurent l’existence d’un entier j1, 0 ≤ j1 < qk,
et d’un entier r1, 1 ≤ r1 ≤ p2, tels que

1 − α < {x + j1α} < . . . < {x + (j1 + (r1 − 1)qk)α} < 1 (12.14.A)

tandis que

0 ≤ {x + (j1 + r1qk)α} < . . . < {x + (j1 + p2qk)α} <
1

4qk
< 1 − α. (12.14.B)

Si j1 > 0, alors les inégalités (12.14A) et (12.14.B) impliquent que j1 − 1 est de type A, ce
qui est contraire à notre hypothèse. Ainsi, j1 = 0. De plus, si r1 ≥ 2, les inégalités (12.14A)
et (12.14.B) impliquent que qk − 1 est de type A, ce qui est également impossible. Il suit
donc que r1 = 1 et j1 = 0, ce qui assure que

uj = uj+lqk
, (12.15A)

pour tout couple (j, l) tel que 1 ≤ j < qk et 1 ≤ l ≤ p2, et

uqk
= uqk+lqk

, (12.15B)

pour 1 ≤ l ≤ p2−1. Soit U = u0 le préfixe de u de longueur 1, notons V le mot u1u2 . . . uqk
,

et posons s = p2 + 1 − 1/qk. Alors, les égalités (12.15A) et (12.15B) impliquent que UV s

est un préfixe de u. Puisque |U | = 1 et |V | = qk, il vient d’après (12.1) et (12.1)

|UV s|
|UV | =

(p2 + 1)qk

qk + 1
= p

(
p + 1/p

1 + 1/qk

)

> p.

Dans tous les cas, nous avons obtenu l’existence d’un triplet (U, V, s) vérifiant les
conditions (a) et (b), ce qui termine cette démonstration.
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13. Remarques finales

La méthode introduite dans cet article permet également d’établir des mesures de
transcendance pour les nombres p-adiques dont le développement de Hensel a une com-
plexité sous-linéaire (voir [2], Section 6). De même, certains de nos énoncés peuvent être
généralisés pour inclure l’approximation par des éléments d’un corps de nombres fixé. Ce
type de résultat plus général s’applique à l’étude des développements des nombres réels
dans une base β algébrique non entière [3].

Notre méthode s’applique également à certaines classes de fractions continues quasi-
périodiques ou quasi-symétriques dont la transcendance est obtenue à l’aide du théorème
du sous-espace. Ainsi, dans un travail ultérieur [4], nous donnerons des mesures de tran-
scendance pour les fractions continues de Thue–Morse, les fractions continues sturmiennes
et les fractions continues de Maillet–Baker. Le théorème 4.7 constitue un cas particulier
de ces résultats.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la partie 5, la méthode de Mahler introduite
dans [34] est une alternative à la méthode de Thue–Siegel–Roth–Schmidt pour prouver la
transcendance de certains nombres réels. Étant donnés une suite bornée d’entiers (an)n≥0

et un entier b ≥ 2, elle peut être utilisée pour démontrer la transcendance du nombre réel
∑

n≥0 an/bn lorsque la série entière f(z) =
∑

n≥0 anzn satisfait à une équation fonction-
nelle d’un certain type. Lorsque l’on démontre la transcendance d’un nombre réel à l’aide
de cette méthode, il est parfois possible de placer ce nombre dans la classification de Mahler
en démontrant qu’il s’agit d’un S-nombre (voir par exemple [46]). C’est en particulier le
cas pour le nombre

∑

n≥1

1

22n ,

dont la transcendance découle également aisément du théorème de Ridout ; cependant, la
mesure de transcendance qui résulte alors du théorème 3.1 permet seulement de dire qu’il
s’agit ou bien d’un S-nombre, ou bien d’un T -nombre. De façon plus générale, les mesures
de transcendance que nous obtenons dans cet article, bien que suffisamment précises pour
impliquer que les nombres ξ considérés ne sont pas des U -nombres, ne nous permettent
malheureusement pas de distinguer les S-nombres des T -nombres. Même une amélioration
spectaculaire des énoncés quantitatifs présentés dans la partie 6 ne nous permettrait pas,
en suivant l’approche du présent travail, de montrer que la quantité wd(ξ)/d reste bornée
lorsque d tend vers l’infini. Ainsi, des idées nouvelles sont certainement nécessaires pour
résoudre la conjecture 5.7. Néanmoins, la méthode de Thue–Siegel–Roth–Schmidt peut être
considérée comme plus générale que celle de Mahler puisqu’aucune équation fonctionnelle
n’est requise, ce qui la rend bien plus souple. Notons enfin que la difficulté de distinguer les
S-nombres des T -nombres n’est pas nouvelle et ne concerne pas uniquement la méthode de
Thue–Siegel–Roth–Schmidt. Ainsi, bien que l’on conjecture généralement que le nombre π
est un S-nombre, on sait seulement démontrer à ce jour qu’il s’agit soit d’un S-nombre,
soit d’un T -nombre [38].
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[29] H. Locher, On the number of good approximations of algebraic numbers by algebraic
numbers of bounded degree, Acta Arith. 89 (1999), 97–122.

[30] M. Lothaire, Algebraic Combinatorics on Words, Encyclopedia of Mathematics and
its Applications 90, Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

[31] J. H. Loxton and A. J. van der Poorten, Arithmetic properties of certain functions
in several variables. III., Bull. Austral. Math. Soc. 16 (1977), 15–47.

[32] J. H. Loxton and A. J. van der Poorten, Arithmetic properties of the solutions of a
class of functional equations, J. reine angew. Math. 330 (1982), 159–172.

[33] J. H. Loxton and A. J. van der Poorten, Arithmetic properties of automata: regular
sequences, J. reine angew. Math. 392 (1988), 57–69.

[34] K. Mahler, Arithmetische Eigenschaften der Lösungen einer Klasse von Funktional-
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