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Théorie des nombres
Transcendance «a la Liouville » de certains nombres réels
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Résumé
En reprenant I'approche originelle de J. Liouville, nous démontrons la transcendance de nombres réels du type
:ﬁf)(l/ﬂ“n), ou B désigne un nombre de Pisot ou de Saleifxg, > une suite croissante d'entiers suffisamment lacunaire.
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Abstract

A Liouville-like approach for the transcendence of some real numbers. Using a Liouville-like approach, we prove that
real numbers |Ik{+ o(1/B""), wherep is a Pisot or a Salem number and wherg),, > is a sufficiently lacunary sequence
of positive integers, are transcendenfa cite thisarticle: B. Adamczewski, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

En 1844, J. Liouville [5] montra gu’un nombre réel admettant de trés bonnes approximations rationnelles ne peut
étre algébrique et fournit alors les premiers exemples de nombres transcendants. Il est ainsi possible de démontr
de facon élémentaire la transcendance du no@;fég(l/ld‘ ) ou plus généralement du nombzé;r (1/b4n),
lorsqueb désigne un entier supérieur ou €gal a &b, >0 une suite d’entiers extrémement Iacunalre. L'objet de
cette Note est de remarquer que les travaux de K.F. Roth [9] et D. Ridout [8] ainsi que leurs généralisations aux
corps de nombres permettent de traiter le cas de suites beaucoup moins lacunaires et de rempladepbentier
un nombre de Pisot ou de Salem. Cette approche permet en particulier de retrouver la transcendance de certail
nombres réels dont le développement en fraction continue est a quotients partiels bornés et qui sont donc ma
approchables par des nombres rationnels.

Théoréme 1. Soit (#,),>0 Une suite strictement croissante d’entiers positifs. S'il existe0 tel queu, 11 >
1+ &)u, pour une infinité d’entiers, alors la série entiéref (z) = z;og Z"F prend des valeurs transcendantes

en tout point; = ouﬂ est un nombre de Pisot ou de Salem.
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La méthode originelle de Liouville permet, lorsg@eest un entier, de traiter le cas ou I'on remplace «il existe
¢ > 0» par la condition bien plus restrictive « pour teut 0». Le gain est donc considérable. Nous pourrions
également donner un énoncé un peu plus général exprimant le fait que les nombres réels dont un développement
en existe généralement plusieurs) en basentient de larges plages de zéros apparaissant suffisamment tét sont
transcendants. Nous rappelons qu’un nombre de Pisot est un entier algébrique réel strictement supérieur a 1 doi
les conjugués algébriques sont tous de module strictement inférieur & 1 et qu’'un nombre de Salem est un entie
algébrique réel strictement supérieur a 1 dont les conjugués algébriques sont tous de module inférieur a 1 et gL
admet au moins un conjugué de module 1. En particulier un entier supérieur ou égal a deux est un nombre de Piso

Pour démontrer le Théoréme 1, nous procédons de la fagon suivante. Nous considérons certaines sommes pe
tielles de la seérief (z), qui fournissent une suitgy,),>o d’éléments du corpX = Q(8) approchantf(z). La
condition imposée sus (a savoir, étre un nombre de Pisot ou de Salem) permet I'obtention d’'une bonne majora-
tion de la hauteur des approximaafs Bien que ces approximations s’avéranriori insuffisantes pour obtenir la
transcendance dg(z) viale théoréme de Roth pour les corps de nombres obtenu par W.J. Leveque [4], nous mon-
trons que la « proportion manquante » est en fait comblée par I'approximation projective du point a I'infini par la
suite (on ), >0 €n certaines places finies et infinies d&heK). Nous utilisons ensuite la généralisation suivante du
théoréme de Thue—Siegel-Roth donnée par P. Corvaja [1] (voir également [3] pour un énoncé similaire). Ce théo-
reme permet de prouver de facon analogue que pour tout nombre pjet@@ombrep-adiquef (p) est transcen-
dant surQ (nous ne distinguons pas ici les ensemlilest i (Q), i désignant I'injection naturelle d@ dansQ ).

Théoreme A. Soient(K, Vi) un corps multivalué satisfaisant a la formule du produit, . .., «;,, des éléments
algébriques suk, wq, ..., wy, des places deux a deux distinctes d8gs || - llw,, - - - |l - llw,, l€S valeurs absolues
correspondantes normalisées par rappoiKa pouri tel quel < i < m, on choisit un prolongement de ||, a
K(a;). Pour toute > 0, il existe une constant€ dépendant des donné¥g, as, ..., ay, w1, ..., wy,, & telle que
pour toutg dansk avecH () > C on ait

- 1
EHm = Blluy > e

la hauteur d’un élément de K étant définie paif (x) =[], ., max1, [x|,}.

Nous allons donner a présent quelques exemples d’applications du Théoréme 1. lgrsg®e on obtient
une démonstration rapide de la transcendancggzé‘g(l/bzn), pourb entier supérieur ou égal a 2. Ce résultat a
été établi par Kempner [2], puis étendu a toute base algébrique de module strictement supérieur & 1 par Mahle
[6] a l'aide d’'une méthode fondée sur I'étude d’une équation fonctionnelle associée a la série gftjere
Il est intéressant de noter que le développement en fraction continue d’'un tel nombre est a quotients partiels
bornés d’apres [10] et que ce nombre est donc trés mal approchable par des nombres rationnels; cela fourn
notamment un exemple explicite d’'un nombre réel dont la transcendance peut étre obtenue par le théoréme d
Ridout mais pas par la version classique du théoréeme de Thue-Siegel-Roth. Il est important de noter que I
condition intervenant dans le Théoreme 1 est préservée par une légére perturbation de(lg syite alors
que la méthode développée par K. Mahler est trés sensible puigqueloit vérifier une équation fonctionnelle
d’'un certain type. En particulier, le Théoréme 1 implique sans plus de difficulté la transcendance de séries telles
quey oS (1/pl2 revinly S0 gl2tIogn)y ou Y8 (17817 /"), Voici un autre exemple dans le méme esprit.
Etant donnés un entiér> 2 est un mot finiw sur 'alphabet0, 1, ..., 5 — 1}, notons(u,),>o la suite ordonnée
des entiers dont le développemérdadique ne contient pa&, alors K. Mahler [7] a prouvé qué(z) = Z,T;’% ZHn
prend des valeurs transcendantes en tout poalgébrique de module strictement inférieur a 1. Il est aisément
veérifiable que la suit€u,),>o satisfait a la condition du Théoreme 1, ce qui permet de retrouver partiellement et
par une méthode completement différente ce résultat lorsgue et ques est un nombre de Pisot ou de Salem.

Le Theoreme 1 s’appliqgue également lorsque la stitg,>o est une suite strictement croissante d’entiers
vérifiant une relation de récurrence linéaire du type, = n,_1uyyr—1 + nyr—2Uytr—2 + - - + nouy,, ol lesn;
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sont des entiers positifs et ay_1 > 1. En particulier, on obtient la transcendance des nomEr;é%(l/ﬂFﬂ) et
nzo(l/ﬂL"), les suiteg F,,),, >0 €t (L,),>0 désignant respectivement la suite de Fibonacci et la suite de Lucas.

Démonstration du Théoréme 1. Soient un nombre de Pisot ou de Salem de degrsur Q et K = Q(B).
Considérons une suite strictement croissante d’entiefs o satisfaisant a la condition du Théoreme 1. Ainsi,
il existe ¢ > 0 et une suite strictement croissariig),>o telle que pour toutj, u;, 1 > (1 + &)u;,. Afin de
simplifier les notations, notons pour towf r, = u;,. Posonsy = f(%). Soit (ax)x>o0 la suite binaire définie
paray =1sik e (uj);>0 etay =0 sinon. Ainsi,a = ,jjg(ak/ﬁk). Pour tout entien, considérons le nombre
o, défini para, = Z;”:O(ak/ﬁ"). L'hypothése sur la suitér,) ;>0 assure quéx — a,| < 1/(f")1*+¢. En posant
Pu(B) =YL oarn—kﬁ il vient o,, = P, (8)/B". PuisqueB est un entier algébrique et qu est a coefficients
entiers, nous avond, (8)|s < 1 et V/|B™|y > 1, pour tout idéads de P(K), ou P(K) désigne I'ensemble des
idéaux premiers de I'anneau des entier&ddl suit donc :

d
P, 1
H (o) g]‘[max{l, Eﬂ) } x ]_[ ——. (1)
i1 i) mep 1P
D’apreés la formule du produit, nous obtenons que
1
I1 = Ni/a(B™) = Ny (B)™

Tn
BeP(K) |'B |%

Nous rappelons que gi et g sont deux fonctions définies shiret a valeurs positives;(n) < g(n) signifie qu’il
existe une constanteelle quef (n) < cg(n) pour tout entiern. CommesB > 1 et queP, est un polynéme de degré
au plusr, dont les coefficients sont égauxa 0 ou 1,

Pa (ﬁ)

<L

Puisqueﬂ est un nombre de Pisot ou de Saldp) < 1 pour 2<i < d etdonc|P,(B)]; = |P.(B)| < (rp + 1).
Ainsi,

-1 a-1_ B
max Lrs — LT =
l_[ { } 1_[ |,3| " Nkjo(B)™
Nous obtenons finalement d'aprés (1) :

H(x,) < rd 1,3 , (2

la constante intervenant dans cette majoration dépendant uniquengeat de
Afin d’éviter d’avoir & réellement considérer I'espace proje@tf(K), considérons 'homographi& qui
échange le point a I'infiniet 0 :

T.x— —.
X
Nous observons quE (T (x)) = H (x) pour toutx dansk \ {0}. Il vient
1 1 o — oy, 1
poibeond bl o <<|Ol—(¥n|<W~

D’autre part, pour toute place:
1 Tn
ozl
v

Op
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Soit 7 le sous-ensemble d&, 2, ..., d} composé des places infiniggelles que
o
Pn(,B) J

Considérons I'ensemblgformé des places finie® telles que 8| < 1. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que pour tod ey, Py (ﬁ)|% =1. Ainsi,

1 B 1
—| x X 1Bl = = ‘ X .
1;[7 "l Ql:e[,s % eJ J 21:6[,5 1_[ Onlj NK/Q(’B)rn 1_[ n J Njo(B)™
Or, par définition de7, on a
I'n d n
[1]+45], = Tmex [ 75 |
jeg' " i=1 n i
D’aprés (1), il vient
1 1 1
[]lo-=| x 0-—| « .
jed Op | Bej Qpn |8 H(ay)
Nous obtenons donc
1 1 1 1 1
[To-=| x[Tlo-=| x|=-=|<« .
ied Wl gy ol o oy H(ap) x (Brm)t+e
D’apres (2), il exister > 0 tel que
1 1 1 1 1
0— —| x 0——| X|l—-——|K—F5—.
24y
jer o | e an |3 o H(ay,)

Le Théoreme A entraine ainsi la transcendancé déédonccellede. O
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